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RESUMO
Esta tese tem como objetivo central a obtenção de fases geométricas quânticas no
cenário em que ocorre a violação de simetria de Lorentz. Obteve-se análogos de fases
geométricas para a dinâmica não relativística de uma partícula neutra com momento de
dipolo magnético permanente em diversos cenários que envolvem a violação de simetria.
A violação de simetria é induzida pelo setor de paridade par e paridade ímpar do setor de
calibre CPT -par do Modelo Padrão Estendido. Obteve-se casos análogos para as fases ge-
ométricas quânticas de Anandan, para efeito Aharonov-Casher, para efeito He-McKellar-
Wilkens e para o efeito Aharonov-Bohm escalar. Para incluir este cenário da violação de
simetria de Lorentz na evolução dinâmica do sistema, a equação de Dirac foi reescrita com
a presença de um termo de acoplamento não mínimo, iγµ∂µ → iγµ∂µ+ ig2 γµ(kF )µναβγνFαβ,
já conhecido na literatura. Este termo contém o campo tensorial (kF )µναβ que induz os
efeitos de violação de simetria de Lorentz. Recentemente, holonomias quânticas tem re-
cebido especial atenção devido a possibilidade de uso para realizar computação quântica
holonômica. Motivados por esta aplicação, obteve-se nesta tese holonomias quânticas a
partir das fases geométricas originadas no contexto da violação de simetria de Lorentz.
ABSTRACT
In this thesis, calculated the geometric quantum phases of the Lorentz symmetry vio-
lation. The Lorentz simmetry violation is induced by the CPT-even and CPT-odd gauge
sector of the Standard Model Extension. In this thesis, obtained the geometric phases
for non-relativistic dynamics of the a neutral particle with permanent magnetic dipole
moment considering this Lorentz symmetry violation background. Calculated the geome-
tric quantum phases considering the Aharonov-Casher eﬀect also He-McKellar-Wilkens
and Aharonov-Bohm eﬀects. For all this cases, included in the Dirac equation a coupling
term, iγµ∂µ → iγµ∂µ + ig2 γµ(kF )µναβγνFαβ. This term is responsible for the simmetry
breakdown. In this context, we obtain quantum holonomies from the Anandan geometric
phase and we have discussed how this theory could be used by the holonomic quantum
computation.
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Capítulo 1
Introdução
As alterações nas propriedades de um meio material quando uma certa região passa por
uma transição de fase podem ser descritas por uma teoria de campo efetivo o qual envolvem
as características cinéticas de partículas que se movem nesta região. Resumidamente,
pode-se dizer que um campo efetivo gerado espontâneamente altera as propriedades de
transporte de uma partícula se deslocando naquela região. Como consequência, tem-se a
violação da simetria original devido ao estado de mínima energia. Portanto, a mudança
do mínimo de energia do vácuo para um campo de fundo não nulo muda o meio em que
a partícula se propaga.
A quebra de simetria em sistemas não relativísticos tais como sistemas ferromagnéti-
cos, no qual a simetria rotacional é quebrada, ou em supercondutores em que a violação
espontânea da simetria de calibre blinda a interação eletromagnética são exemplos bem
sucedidos desta ideia. No caso de sistemas ferromagnéticos, temos como exemplo a tran-
sição de fase do ferromagnetismo no modelo de Ising [1]. Antes da transição, temos uma
cadeia de spins com movimento térmico e sem correlação. À medida que o sistema é
resfriado os spins começam a ﬁcar correlacionados e se orientam em uma determinada
direção, gerando, como um campo de fundo, um campo magnético. Desta forma, ocorre a
quebra de isotropia espacial, pois este campo de fundo seleciona, espontaneamente, uma
direção preferencial.
No vácuo, para sistemas relativísticos, a violação de simetria pode ser vislumbrada
considerando um cenário dado pelos índices de espaço-tempo do tensor com rank n ≥ 1.
Desconsiderando detalhes microscópicos, o campo de fundo nesta situação quebra a si-
metria SO(1, 3) em vez da simetria SO(3). Esta linha de pesquisa é conhecida no meio
cientíﬁco como violação espontânea da simetria de Lorentz [2, 3, 4, 5, 6, 7].
Esta nova possibilidade de violação espontânea foi primeiro sugerida em 1989 nos
trabalhos de Kostelecky e Samuel [2, 3, 4, 5] indicando que, na teoria de cordas, a violação
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espontânea da simetria por um campo escalar poderia ser estendida. Esta realização tem
uma consequencia imediata: uma quebra espontânea da simetria de Lorentz. Na teoria
eletrofraca, um campo escalar adquire valores esperados no vácuo diferentes de zero o
qual gera massa ao bósons de calibre (Mecanismo de Higgs). De modo semelhante, na
teoria de cordas, situação análoga a esta do campo escalar pode ser realizado com um
campo tensorial. Atualmente, estas teorias são englobadas no âmbito do Modelo Padrão
Estendido [8, 9, 10], como uma extensão possível do Modelo Padrão mínimo das interações
fundamentais.
O setor de calibre CPT -par do Modelo Padrão Estendido é obtido pela inclusão do
setor de calibre em um termo da lagrangiana, (−1
4
)(kF )µνκλF
µν(x)F κλ(x), sendo (kF )µνκλ
o tensor responsável por violar a simetria de Lorentz. Este tensor é composto por 19 coeﬁ-
cientes, sendo dez birrefringentes e nove não birrefringentes, todos dotados com a simetria
do tensor de Riemann e um duplo traço nulo ((kF )µνµν = 0). Os efeitos desta eletrodi-
nâmica CPT -par sobre a interação férmion-férmion foram considerados nas referências
[11, 12, 13, 14, 15, 16].
A violação da simetria de Lorentz está implementada no setor fermiônico do Modelo
Padrão Estendido por dois termos CPT -ímpar: υµψγµψ e bµψγ5γµψ, em que υµ e bµ
correspondem aos vetores de fundo que violam as simetrias de Lorentz. A partir destes
campos vetoriais de fundo, os efeitos da quebra de simetria de Lorentz tem sido investi-
gados no efeito Hall quântico [17], solução de estados ligados [18, 19, 20, 21, 22] e fases
geométricas quânticas [23, 24, 25, 26, 27, 28].
O termo Fase Geométrica Quântica foi criado por Berry [29] para descrever um fator
de fase adquirido pela função de onda de uma partícula quântica durante uma evolução
cíclica. Atualmente, as fases geométricas quânticas podem ser medidas para qualquer
evolução cíclica [30, 31, 32, 33]. Efeitos quânticos bem conhecidos que estão relacio-
nados ao surgimento de fases quânticas geométricas são o Efeito Aharonov-Bohm [34],
o efeito Aharonov-Dual [35, 36], o efeito Aharonov-Bohm escalar [37, 38, 39], o efeito
Aharonov-Casher [40] e o efeito He-McKellar-Wilkens [41, 42]. Casos análogos destes
efeitos quânticos foram também investigados em mecânica quântica não-comutativa [43]
e para um momento de quadropolo elétrico [44, 45].
No início dos anos 90 o matemático Peter Shor [46] demonstrou um algoritmo eﬁciente
para fatorizar números primos utilizando conceitos da mecânica quântica. Esta demons-
tração despertou o interesse em vários aspectos da chamada computação quântica, dentre
os quais, possíveis maneiras de se obter os computadores quânticos. Uma abordagem
que vem recebendo grande destaque nos últimos anos é usar fases geométricas quânticas
como uma forma de se implementar portas quânticas para manipular estados de qubits.
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A ideia de usar fases geométricas é conhecida como computação quântica holonômica ou
computação quântica geométrica [47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55].
Pretende-se, com esta tese, contribuir para a ampliação do campo de estudos rela-
cionados a violação de simetria de Lorentz. Para isto, tem-se como proposta principal
investigar o surgimento de fases geométricas quânticas associadas a evolução de partículas
em um ambiente com violação de simetria de Lorentz. Neste sentido, foram obtidos aná-
logos da fase geométrica quântica de Anandan [56, 57], do efeito Aharanov-Casher [40],
do efeito He-McKellar-Wilkens [41, 42] e do efeito Aharonov-Bohm escalar para partículas
neutras com momento de dipolo magnético permanente [38, 39, 56, 57]. Estas fases foram
obtidas em diferentes cenários ocorrendo violação da simetria de Lorentz induzida pelo
setor de calibre CPT -par do Modelo Padrão Estendido. Outra pretensão desta tese que
deve ser destacada, é expandir as possibilidades de se implementar computação quân-
tica holonômica/geométrica. Para isto, foram obtidas holonomias quânticas associadas as
fases geométricas obtidas no cenário em que há violação de simetria de Lorentz.
Esta tese está organizada da seguinte forma: no capítulo 2, serão apresentados os
conceitos principais associados a violação de simetria de Lorentz. Inicialmente, será feita
uma retrospectiva dos principais fatos que levaram ao desenvolvimento do Modelo Pa-
drão Estendido. Além disso, é apresentada a equação de Dirac com o acoplamento não
mínimo. Esta equação é necessária para se investigar o surgimento de fases geométricas
no limite de baixas energias. No capítulo 3, serão apresentados parte dos resultados ori-
ginais obtidos durante a realização deste doutorado. Nele, estão contidos os resultados
referentes a obtenção das fases geométricas a partir de cenários com violação de simetria
de Lorentz. Investiga-se o surgimento de fases geométricas induzidas pelo setor de pari-
dade par e paridade ímpar do campo tensorial (kF )µναβ. Deve-se destacar que, através
da presença deste campo tensorial introduzido na equação de Dirac via acoplamento não
minimo, tem-se o campo de fundo responsável pela violação de simetria de Lorentz. No
capítulo 4, serão apresentados outros resultados originais desenvolvidos ao longo deste
doutorado, sendo dedicado a obtenção de holonomias quânticas. A originalidade destes
resultados encontram-se no fato de que estas holonomias quânticas são obtidas a partir
de fases geométricas advindas de um cenário de violação de simetria de Lorentz. Inicial-
mente, o capítulo apresentará algumas deﬁnições e conceitos básicos sobre portas lógicas
quânticas para qubits. Na sequência, será feita uma discussão rápida sobre computação
quântica holonômica não abeliana. O capítulo terminará com a descrição da obtenção
de holonomias quânticas a partir das fases geométricas obtidas no capítulo 3. No capí-
tulo 5, serão apresentadas as conclusões ﬁnais sobre todo o trabalho desenvolvido nesta
tese e uma proposta de trabalho futuro. Por ﬁm, um apêndice sobre a transformação de
Foldy-Wouthuysen.
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Capítulo 2
O cenário da violação de simetria de
Lorentz
Este Capítulo tem como objetivo básico apresentar ao leitor o contexto da violação
de simetria de Lorentz. Não se pretende fazer uma revisão sobre o tema. Para esta
ﬁnalidade, o leitor interessado em uma boa revisão pode consultar [58].
2.1 Introdução
A Física sempre utiliza dos conceitos de simetria para ajudar em sua busca pela com-
preensão de fenômenos físicos na Natureza. Na física clássica, o princípio de invariância
de Galileu estabelece que as leis que regem os fenômenos da Natureza independem da
velocidade (constante, para referenciais inerciais [59]) do observador, sendo invariantes
perante as transformações de Galileu. Uma consequência desta invariância é que não se
distingue, sob as leis de Newton, se a condição de movimento de um sistema é repouso
ou se este se move de forma retilínea com velocidade constante. Ainda no limite clássico,
veriﬁca-se a isotropia espacial, da qual se constata que as leis físicas independem da po-
sição do observador, no que diz respeito a deslocamentos no espaço e o passar do tempo.
Também, em relação a isotropia espacial, veriﬁca-se que a orientação espacial no qual
se encontra um sistema físico não deve, em princípio, inﬂuenciá-lo, sendo este também
invariante por rotações. Diversos experimentos foram realizados e comprovaram estas
ideias e, como consequência, por um longo tempo os físicos acreditaram na falsa ilusão
de que seu alcance e aplicabilidade fossem ilimitados. Foi Albert Einstein quem mostrou
que estes conceitos não estavam bem compreendidos e que seu alcance era limitado.
No ﬁnal do século XIX havia uma incompatibilidade entre a Mecânica Newtoniana e
a teoria Eletromagnética de Maxwell. As Leis de Newton são estruturadas através das
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transformações de Galileu, porém estas transformações são inadequadas para embasar o
eletromagnetismo, uma vez que as equações de Maxwell perdem sua forma padrão em tais
transformações. Este impasse só foi resolvido em 1905, quando Einstein apresentou ao
mundo a Teoria da Relatividade Restrita lançando luz ao pensamento vigente na Física ao
mostrar uma nova concepção sobre os conceitos de espaço e tempo. Sua teoria uniﬁcava
estes conceitos criando uma estrutura denominada de espaço-tempo. Na Teoria da Rela-
tividade as equações que descrevem os sistemas físicos são baseadas em dois postulados:
1. A velocidade da luz é a mesma independente do referêncial adotado;
2. As leis físicas são as mesmas em quaisquer referenciais inerciais distintos.
No enunciado do primeiro postulado já se percebe a incompatibilidade com as trans-
formações de Galileu. O segundo postulado deﬁne a covariância que deve estar presente
nas leis físicas. Baseados nestes postulados, chega-se a equações que descrevem a física de
uma forma única em referenciais inerciais distintos. Essa correspondência entre referenci-
ais inerciais é feita através das chamadas transformações de Lorentz. Estas transformações
envolvem rotações em torno dos três eixos espaciais e boosts, que são empurrões associ-
ados a mudanças de velocidades ao longo dos eixos espaciais, ou ainda através de uma
combinação de ambos. Nesta teoria, o eletromagnetismo torna-se covariante. O leitor
interessado em detalhes sobre a conexão entre referênciais inerciais, pode consultar, por
exemplo [60]. Um sistema físico é dito possuir a simetria de Lorentz quando a sua descri-
ção física através de equações é inalterada quando sujeitas as transformações de Lorentz.
Vários experimentos conﬁrmam a simetria de Lorentz como uma simetria fundamental,
pois se recupera a simetria de Galileu no limite de baixas velocidades.
Além da Teoria da Relatividade Restrita, Einstein também é um dos pais da Mecâ-
nica Quântica. Em um outro artigo, também de 1905, ele propôs que a luz deveria ter
um comportamento como se fosse constituida por unidades elementares de energia. Além
disso, estas unidades deveriam ser proporcionais a sua frequência 1. É da união da Teoria
da Relatividade Restrita com a Mecânica Quântica surge a Teoria Quântica de Campos,
como um dos pilares da física moderna. No contexto da Teoria Quântica de Campos, a
descrição das partículas elementares é feita como excitações localizadas de um campo que
está imerso no espaço-tempo [1]. O conceito de campo é visto como um grande colchão de
molas onde as excitações se propagariam. A evolução destes conceitos serviu de suporte
para o desenvolvimento de outras teorias, que juntas, deram origem ao chamado Modelo
Padrão, no início da década de 70.
1O leitor interessado na obra completa de Einstein, pode consultar, por exemplo [61].
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2.1.1 O Modelo Padrão
O Modelo Padrão [62] descreve as partículas fundamentais e explica as interações entre
partículas existentes na natureza. Compõem este modelo a eletrodinâmica quântica, a cro-
modinâmica quântica e a teoria eletrofraca. A eletrodinâmica quântica é responsável por
explicar as interações eletromagnéticas a nível quântico. A cromodinâmica quântica ex-
plica as interações fortes entre quarks e a teoria eletrofraca (de Glashow-Weinberg-Salam),
responsável pelas interações fracas em decaimento de partículas. O modelo padrão não
contempla a descrição da interação gravitacional, que tem sua descrição física formulada
na Teoria da Relatividade Geral, também de Einstein. As tentativas de se representar a
Relatividade Geral como uma teoria quântica de campos resultam em sérias inconsistên-
cias e questões fundamentais ainda sem resposta.
Uma simetria fundamental presente nas teorias que compõem o modelo padrão é a
simetria CPT [62]. Esta simetria corresponde a junção de três simetrias discretas:
 conjugação de carga (C) - supõe que a cada partícula existe uma anti-partícula com
a mesma massa, porém com carga oposta;
 paridade (P ) ou inversão espacial - que consiste na inversão do sentido dos eixos
espaciais para um determinado sistema físico;
 reversão temporal (T ) - que consiste em trocar o sentido da evolução temporal do
sistema.
Uma descrição individual sobre cada uma destas simetrias é encontrada em [59].
Um sistema físico apresenta a simetria CPT quando, sob transformações C, P e
T , sua física permanece a mesma. Toda teoria de campos livre é invariante sob estas
transformações [59]. É sabido que a quebra de cada uma destas transformações ocorre na
natureza de forma isolada, porém não se observa esta quebra quando estas transformações
se apresentam combinadas. Este é um dos resultados mais gerais e fundamentais presentes
na teoria quântica de campos, conhecido como teorema CPT.
É importante mencionar a presença da simetria de calibre no modelo padrão [63, 64].
Esta simetria apresenta-se como uma das mais importantes que existem na física. Teorias
que se baseiam através desta simetria recebem o nome de teorias de calibre, sendo o
eletromagnetismo de Maxwell considerado como a primeira teoria física de calibre. Na
teoria de Maxwell, veriﬁca-se que os campos elétrico e magnético são invariantes perante
mudanças nos potenciais escalar e vetorial. Este fato mostra a arbitrariedade na escolha
do zero do potencial escalar, lembrando que a grandeza física de interesse é a diferença de
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potencial. 2 A simetria de calibre foi introduzida no contexto do modelo padrão nos anos
50 quando C.N. Yang e Robert Mills a utilizaram no estudo das interações fortes com base
em grupos não-abelianos [64]. A partir de então, as teorias de calibre deram suporte a
construção do embasamento matemático do modelo fundamental, utilizando os conceitos
de Teoria de Grupos para uniﬁcar a descrição das três interações fundamentais descritas
pelo modelo padrão. Assim, a cromodinâmica quântica tem como base de contrução o
grupo de simetria de calibre SU(3). A teoria eletrofraca tem como base de construção
o grupo de simetria de calibre SU(2) e a eletrodinâmica quântica tem como base de
construção o grupo U(1). Portanto, o modelo padrão tem como base o grupo de simetria
de calibre SU(3)× SU(2)× U(1) [62].
2.1.2 A incompleteza do Modelo Padrão
As previsões feita pelo modelo padrão acerca das partículas elementares e as interações
envolvendo estas partículas são válidas em muitos aspectos, porém, este modelo não é de
todo completo e sua validade é questionada em diversos casos [65]. Como mencionado
anteriormente, o modelo padrão não contempla a força gravitacional e na tentavia de
incluir esta força como sendo a quarta força fundamental é necessário deﬁnir uma escala
de energia limite para que os efeitos gravitacionais quânticos comecem a aparecer. Tal
escala de energia é denominada escala de Planck ∼ 1019 GeV. Nesta escala de energia, as
interações gravitacionais passam a ser comparáveis com as interações fortes e eletrofacas
e torna-se possível sua inclusão em uma teoria fundamental a ser criada. Deﬁne-se, então,
o parâmetro de cutoﬀ, Λ ' 1019 GeV, como a escala de energia mais alta em que o modelo
padrão pode ser válido. Esta escala de energia é superior a maior escala de energia de
massas das partículas conhecidas do modelo padrão, a escala eletrofraca. Em princípio
não se deveria esperar existir nova física entre a escala eletrofraca e a escala de Planck.
No entanto, a presença do bóson de Higgs, previsto teoricamente pelo modelo padrão e
conﬁrmado experimentalmente [66], muda esta perspectiva. No modelo padrão a massa
do bóson de Higgs é prevista com um valor da ordem de 1 TeV e ao mesmo tempo
sua correção deve ser proporcional a Λ. Para se ajustar esta correção para que ele seja
da mesma ordem da própria massa, deve-se deﬁnir um valor para Λ bastante inferior
ao deﬁnido pela escala de Planck, reduzindo a validade do modelo padrão como teoria.
Este problema é denominado de problema da hierarquia. Uma discussão pedagógica deste
problema é encontrado em [65].
2No Capítulo 3 será apresentado a importância do potencial vetor devido a interpretação física obtida
por esta quantidade através do efeito Aharonov-Bohm [34]. Este potencial tem papel importante na
obtenção das fases geométricas.
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O modelo padrão prevê a existência de bósons e férmions e estes são identiﬁcados
pelos seus respectivos spins [62]. Os férmions são formados por léptons e quarks que
possuem uma hierarquia de massa um tanto individual. A massa dos férmions é gerada
por um mecanismo de quebra espontânea de simetria, que se dá através do acoplamento
de Yukawa do férmion com o bóson de Higgs. Um problema existente é que as massas
observadas nas famílias de quarks e léptons variam em uma faixa de mais de 5 ordens de
grandeza, desde a massa do elétron até a massa do quark top. Essa variação é estranha
uma vez que o mecanismo de geração de todas elas é o mesmo. Este problema é conhecido
como problema de massa dos férmions [65].
Além destes problemas, existem outros que também não são explicados pela teoria do
modelo padrão vigente. Tem-se o problema da constante cosmológica [67], no qual existe
uma discrepância entre os valores previstos pelo modelo padrão e os valores observados
para a energia de vácuo e ﬂutuações quânticas. O problema da matéria/anti-matéria
[68] que aborda a existência de mais matéria do que anti-matéria no universo. O modelo
padrão, além de prevê a existência de léptons e quarks, prevê também a existência de suas
anti-partículas. Estas anti-partículas possuem o mesmo número quântico que a partícula
usual, porém, possuem carga elétrica oposta. Esta característica, possibilita a existência
do processo de aniquilação pares, e também do processo de criação de pares. No processo
de aniquilação de pares, uma partícula e uma anti-partícula se transformam em energia.
Por outro lado, no processo de criação de pares, uma partícula e uma anti-partícula são
produzidos a partir de uma determinada quantidade de energia. Admitindo a criação do
universo descrita pelo Big-Bang, pode-se pensar em uma mesma quantidade de matéria
e anti-matéria, porém, este balanço não é observado. Uma solução para o problema
matéria/anti-matéria, baseia-se na suposição de que haja a violação da simetria CP. De
forma geral, a simetria CP diz que na natureza não deve haver tratamento diferenciado
entre partículas e anti-partículas. A violação desta simetria para altas energias explicaria
o problema da matéria/anti-matéria [69]. Ainda não se conseguiu observar processos que
violem esta simetria na cromodinâmica quântica, somente no setor fraco da teoria. Por
ﬁm, o problema da matéria escura [70]. Em astronomia e cosmologia, matéria escura é
a denominação dada a um tipo de matéria presente no universo o qual não emite nem
tão pouco reﬂete a radiação eletromagnética. Tal característica inviabiliza sua detecção
direta. Essencialmente, o universo é composto, em maior parte, por matéria escura que
não é formada por partículas contidas no modelo padrão.
Em face a todos esses problemas mencionados que não são comtemplados pela teoria
do modelo padrão, é natural que surjam propostas de novas teorias com o objetivo de
preencher estes espaços em aberto da teoria. Estas teorias são conhecidas na literatura
como Física além do Modelo Padrão. Uma destas teorias surgiu da tentativa de se incluir
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gravitação no âmbito do modelo padrão. Como é conhecido, o modelo padrão trata a
descrição da teoria física das partículas fundamentais e suas interações em escalas de
energia (problema da hierarquia). A escala de energia mais baixa, em torno de 100 GeV,
é a escala eletrofraca. Nesta escala, a teoria do modelo padrão é testada e comprovada
precisamente. Bem acima, na faixa dos 1016 GeV, tem-se a escala de energia na qual ocorre
a uniﬁcação das forças fraca, forte e eletromagnética. Por último, destaca-se a escala de
energia limite para do modelo, a escala de Planck ∼ 1019 GeV, [62]. A existência destas
separações entre as escalas de energia leva a questionamentos sobre a física que existe
neste intervalo entre elas. Especiﬁcamente, no caso da proposta de inclusão da gravitação
ao modelo padrão é necessário compreender a Física na escala de energia de Planck, onde
é de se esperar que haja a violação da simetria de Lorentz, por ser a escala de energia no
qual se deve ter uma uniﬁcação das teorias que descrevem a natureza. A teoria de cordas
é uma teoria que tem como objetivo realizar a descrição física nesta escala de energia. Foi
no cenário da teoria de cordas que em 1989, Kostelecky e Samuel [2, 3, 4, 5] descobriram
um mecanismo que permite a violação da simetria de Lorentz na escala de energia de
Planck.
2.1.3 Violação das Simetrias de Lorentz
Como mencionado, a Teoria da Relatividade Restrita é baseada em dois postulados e
transformações que relacionam dois ou mais referenciais inerciais que satisfazem a estes
postulados. Estas transformações recebem o nome de transformações de Lorentz, [60].
Elas podem ocorrer sob dois pontos de vista [1]: passivo - quando a relação ocorre entre
as bases dos referenciais inerciais, permanecendo intacto os pontos da estrutura do espaço-
tempo; e ativo - quando os referenciais inerciais permanecem ﬁxos e o movimento ocorre
entre os pontos da estrutura do espaço-tempo. Se a descrição de um sistema físico, feito
nestes dois ou mais referênciais inerciais que se relacionam através das transformações de
Lorentz, são equivalentes, veriﬁca-se, então, a simetria de Lorentz. Caso contrário, ocorre
a violação ou quebra da simetria de Lorentz. A violação da simetria de Lorentz é dita ser
espontânea, quando puder ser obtida pela presença de um campo de fundo; (um campo
ao qual não se tenha acesso as suas fontes), que permearia a estrutura do espaço-tempo.
Com a presença deste campo de fundo, as transformações de Lorentz são renomeadas
para [1]: transformação de Lorentz do Observador - para designar a realização de uma
transformação passiva com a presença do campo de fundo; e transformação de Lorentz
da partícula - para designar a realização de uma transformação ativa com a presença de
um campo de fundo. O mecanismo proposto por Kostelecky e Samuel [2, 3, 4, 5] no
âmbito da teoria de cordas, prevê a violação espontânea da simetria de Lorentz na escala
de energia de Planck. Tal quebra de simetria seria realizada por tensores que adquirem
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valores esperados no vácuo diferentes de zero, gerando campos de fundo. Atingir o nível
de energia da escala de Planck, é inviável aos equipamentos experimentais atuais, mas
busca-se sinais dos efeitos desta violação em sistemas físicos de baixas energias.
2.2 O Modelo Padrão Estendido
O Modelo Padrão Estendido é o nome dado a teoria proposta por Colladay e Koste-
lecky [8, 9] que inclue, em todos os setores do modelo padrão, os termos que exibem a
violação de simetria de Lorentz e CPT . A origem deste novo modelo vem dos trabalhos
de Kostelecky e Samuel [2, 3, 4, 5] no âmbito da teoria de cordas. Os termos acrescen-
tados são construidos pela contração de operadores de campos do modelo padrão com
constantes de acoplamento (campos tensoriais) que permeiam o espaço-tempo [59]. São
estes campos tensoriais é que possuem o valor esperado no vácuo, sendo responsáveis pelo
campo de fundo que induz a violação de simetria de Lorentz. Diversos termos podem ser
construidos e incluidos no Modelo Padrão Estendido, mas para investigar efeitos físicos
em escalas de baixas energias, Colladay e Kostelecky diminuiu o número de termos a
serem inclusos impondo condições realistas. Tal subconjunto recebeu o nome de Modelo
Padrão Estendido mínimo.
Os termos presentes no Modelo Padrão Estendido mínimo podem ser classiﬁcados de
acordo com o seu comportamento do ponto de vista das transformações CPT . De agora
em diante, o Modelo Padrão Estendido mínimo será referido apenas como Modelo Padrão
Estendido. Não serão discutidos detalhes sobre as transformações C, P e T . Além disso,
também não será apresentada a conexão entre o teorema CPT e a simetria de Lorentz,
o leitor interessado nesta discussão pode consultar [59]. Um resultado importante foi
mostrado por O.W. Greenberg [71], o qual estabeleceu que qualquer violação da simetria
CPT , implicará na violação de simetria de Lorentz. Portanto, pode haver um sistema
que apresente violação de simetria de Lorentz e violação de simetria CPT , sendo descrito
por termos denominados CPT-ímpar. E, por outro lado, pode haver um sistema que
exiba a violação de simetria de Lorentz, mas não viole a simetria CPT . Este sistema
será descrito por termos denominados CPT-par. Não existe um sistema físico que exiba
somente a violação de simetria CPT .
A lagrangeana do modelo padrão estendido pode ser escrita como composta de duas
partes, uma contendo explicitamente termos associados ao modelo padrão usual (MP)
e outro termo associado aos campos tensoriais que induzem a violação da simetria de
Lorentz (VSL). Não serão apresentados de forma explicita os termos que compõem esta
lagrangeana. O leitor interessado pode encontrá-los em [8, 9]. Assim, da maneira geral
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LMPE = LMP + LV SL. (2.1)
O efeito físico do termo adicional LV SL presente na expressão (2.1) tem semelhança ao
efeito de geração de massa dos férmions (mecanismo de Higgs [62]), descrito no modelo
padrão. Presente ao termo LV SL encontram-se campos tensoriais que possuem comporta-
mento análogos ao campo escalar de Higgs e que exibem também a violação espontânea
de simetria, uma vez que os valores esperados de vácuo são não nulos. Este fato implica
na existência de um campo de fundo que irá afetar os campos que descrevem partículas,
alterando assim completamente a física envolvida. É importante ressaltar que, a física
descrita pela lagrangeana do modelo padrão estendido é covariante por transformações de
Lorentz do observador, mas é alterada por transformações de Lorentz de partícula, uma
vez que o campo de fundo não se altera por esta transformação [72]. Assim, todas as
interações são inalteradas sob o ponto de vista do referencial do observador. Por outro
lado, a invariância sob translações e rotações de partículas localizadas é perdida, levando
a modiﬁcações nas interações quando ocorre mudança de orientação ou movimento em
relação ao campo de fundo.
Um ponto importante a ser mencionado sobre a teoria desenvolvida por Kostelecky,
refere-se ao fato de os efeitos da violação de simetria de Lorentz ainda não terem sido
detectados experimentalmente em outros níveis de energia contemplados pelo modelo
padrão usual [72]. Uma das tentativas de se detectar os indícios desta violação, baseia-se
no fato de que modiﬁcações físicas impostas pela presença de um campo de fundo devam
levar a alterações nas relações de dispersão das partículas do modelo padrão. Da Teoria
da Relatividade Restrita, a simetria de Lorentz permite a existência de quadrivetores no
espaço de Minkowski que possuem norma ao quadrado invariante. No caso do quadrivetor
energia momento pµ, pode-se escrever a relação de dispersão baseado em sua norma como
E2 = m2 + p2 [73]. A modiﬁcação causada pela violação da simetria de Lorentz altera a
relação de dispersão para E2 = m2 + p2 +O(mP , E) [72, 74]. No termo O(mP , E) estão
presentes parâmetros associados a violação de simetria Lorentz (mP refere-se a massa de
Planck) em potências de ordem superior a dois [74]. 3 Baseados nesta alteração na relação
de dispersão, ﬁca claro que a investigação das propriedades cinemáticas das partículas
pode vir a revelar pistas importantes sobre a ocorrência desta quebra de simetria. A
detecção dessa violação daria início a uma nova Física que teria sua fonte na escala de
energia de Planck.
Uma vez que, o termo O(mP , E) altera muito pouco a relação de dispersão, expe-
3O leitor interessado em mais detalhes sobre as alterações na relação de dispersão, pode consultar [74].
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rimentos feitos em ambientes de altas energias são os mais indicados para observações
destas alterações em tal relação. Neste contexto, deve-se destacar os experimentos de
detecção de raios cósmicos além do limite GZK (EGZK ' 4.1019), como por exemplo [75].
Mas existem outras técnicas que também tem sido utilizadas neste sentido, como medi-
das envolvendo sistemas atômicos [76], experimentos modernos de Michelson-Morley [77],
oscilações de mésons neutros [78], oscilações de neutrinos [79] e experimentos de birrefrin-
gência [80]. Deve ser ressaltado que, os resultados destes experimentos apenas limitam
os valores possíveis para os termos que violam a simetria de Lorentz presentes ao modelo
padrão.
2.3 Equação de Dirac com o acoplamento não-mínimo
Como já mencionado, a proposta principal desta tese é obter fases geométricas associ-
adas a dinâmica de partículas neutras em cenários onde existe a presença de um campo de
fundo, consequentemente, com a violação da simetria de Lorentz. Assim sendo, optou-se
por estudar o setor de calibre (também conhecido como setor de radiação) do modelo
padrão estendido. A lagrangeana do setor de calibre do modelo padrão estendido (sem
fontes) é composta por,
L = −1
4
F µνFµν − 1
4
µναβv
µAνFαβ − 1
4
(kF )µναβF
µνFαβ (2.2)
Na expressão (2.2), percebe-se a presença de dois termos além do termo usual de
Maxwell, contendo o tensor eletromagnético F µν . O termo contendo o quadrivetor vµ
é conhecido da literatura como termo de Carrol-Field-Jackiw, tendo sido primeiro a ser
incluido no setor de radiação do modelo padrão [81]. Este termo é CPT -ímpar, pois viola
a simetria de Lorentz e também a simetria CPT . O quadrivetor vµ corresponde ao campo
de fundo responsável pela violação da simetria de Lorentz. O segundo termo é o termo
CPT -par, que viola a simetria de Lorentz mas não a simetria CPT . Este termo será
relevante para o restante desta tese. Nele, pode-se ver a presença do tensor (kF )µναβ,
que é um tensor de acoplamento adimensional e renormalizável, responsável por induzir a
presença de um campo de fundo. Além disso, este tensor apresenta as mesmas simetrias
do tensor de Riemann, isto é
(kF )µναβ = −(kF )νµαβ, (kF )µναβ = −(kF )νµβα, (kF )µναβ = (kF )βαµν ; (2.3)
(kF )µναβ + (kF )µαβν + (kF )µβνα = 0, (2.4)
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e duplo traço nulo
(kF )
µν
µν = 0. (2.5)
Portanto, o tensor (kF )µναβ possui dezenove componentes independentes, das quais nove
não fornecem birrefringência [59]. A birrefringência está associada a alterações na relação
de dispersão, sendo um mecanismo de restrição aos possíveis valores dos coeﬁcientes que
geram a violação de simetria.
Recentemente, um modelo de acoplamento não mínimo no setor fermiônico foi sugerido
[82, 83]. Esta proposta implica em vantagens, uma vez que, não somente fótons preenchem
este cenário, mas também neutrinos, prótons, elétrons, apresentaram modiﬁcações em
suas propriedades de transporte. De acordo com a referência [83], este acoplamento foi
proposto na forma
iγµ∂µ → iγµ∂µ + ig
2
γµ(kF )µναβγ
νFαβ(x), (2.6)
em que g é uma constante, (kF )µναβ corresponde a um tensor responsável por quebrar a
simetria de Lorentz no setor de gauge CPT-par do Modelo Padrão Estendido. O tensor
(kF )µναβ pode ser escrito em termos de quatro matrizes 3 × 3 de forma a facilitar sua
manipulação. Estas matrizes são deﬁnidas como
(κDE)ij = −2(kF )0j0k,
(κHB)jk =
1
2
jpqklm(kF )
pqlm,
(κDB)jk = −(κHE)kj = kpq(kF )0jpq. (2.7)
Observe que as matrizes (κDE)ij e (κHB)ij são simétricas e representam o setor de paridade
par do tensor (kF )µναβ. Por outro lado, as matrizes (κDB)ij e (κHE)ij não têm simetria e
representam o setor de paridade ímpar do tensor (kF )µναβ. Além disso, o tensor Fµν(x)
na equação (2.6) corresponde ao tensor eletromagnético usual (F0i = −Fi0 = Ei, e Fij =
−Fji = ijkBk). As matrizes γµ são deﬁnidas no espaço tempo de Minkowski na forma
[84]
γ0 = βˆ =
(
1 0
0 −1
)
, γi = βˆαˆi =
(
0 σi
−σi 0
)
, Σi =
(
σi 0
0 σi
)
, (2.8)
com Σi como o vetor de spin. As matrizes σi correspondem as matrizes de Pauli e
satisfazem as relações (σiσj + σjσi) = 2ηij.
Para a utilização em coordenadas curvilíneas, deve-se aplicar a transformação de co-
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ordenadas, ∂
∂xµ
= ∂x
ν
∂xµ
∂
∂xν
e uma transformação unitária sobre a função de onda ψ(x) =
Uψ′(x) [19, 20, 27, 85]. Assim, a equação de Dirac pode ser escrita em qualquer referen-
cial descrito por um sistema ortogonal com a presença de efeitos que violam a simetria de
Lorentz (2.6) como [19, 20, 27]
iγµDµψ +
i
2
3∑
k=i
γk
[
Dk ln
(
h1h2h3
hk
)]
ψ +
ig
2
γµ(kF )µναβγ
νFαβ(x)ψ = mψ. (2.9)
Nesta expressão, utiliza-se Dµ = 1hµ∂µ como a derivada do sistema de coordenadas corres-
pondente, e o parâmetro hµ corresponde ao fator de escala deste sistema de coordenadas
[85]. Por exemplo, o elemento de linha do espaço tempo de Minkowski é escrito em
coordenadas cilindricas da seguinte forma: ds2 = −dt2+dρ2 + ρ2dϕ2+dz2; então, os cor-
respondentes fatores de escala são h0 = 1, h1 = 1, hρ e h3 = 1. Além disso, o segundo
termo na equação (2.9) tem origem a partir de um termo chamado conexão espinorial
Γµ(x) [19, 26, 27, 85, 86].
A equação de Dirac (2.9) pode ser reescrita de uma forma mais conveniente. Para
isto, uma modiﬁcação se dará no terceiro termo da equação, o que permitirá investigar de
modo mais prático os efeitos originados do acoplamento não-mínimo (2.6) na dinâmica
de partículas.
É conhecido da literatura que as matrizes γ, deﬁnidas em (2.8), satisfazem a relação
γµγν =
1
2
{γµγν + γµγν}. (2.10)
Assim, pode-se escrever que
{γµ, γν} = 2ηµν 1ˆ, (2.11)
com ηµν sendo métrica do espaço plano de Minkowski. Supondo que µ 6= ν, tem-se então
que
{γµ, γν} = 0. (2.12)
Como consequência
γµγν = −γνγµ, (2.13)
CAPÍTULO 2. O CENÁRIO DA VIOLAÇÃO DE SIMETRIA DE LORENTZ 26
e chega-se então que
γµγν =
1
2
[γµ, γν ]. (2.14)
Da expressão (2.14), obtem-se então que
γµ(kF )µναβγ
νFαβ = (kF )µναβ
1
2
[γµ, γν ]Fαβ. (2.15)
Uma vez que
[γµγν ] =
2
i
σµν , (2.16)
a expressão (2.15) pode ser reescrita como
γµ(kF )µναβγ
νFαβ =
1
i
(kF )µναβσ
µνFαβ. (2.17)
Torna-se útil agora usar a relação
F µνFµν = 2F
0iF0i + F
ijFij, (2.18)
uma vez que o tensor eletromagnético pode ser escrito como F 0i = −Ei e F ij = ijmBm.
Fazendo uso da expressão (2.18), chega-se então a
(kF )µναβσ
µνFαβ = −4(kF )0l0iσ0lEi − 2(kF )jk˜0iσjk˜Ei
+ 2(kF )0lijσ
0lijmBm + (kF )k˜lijσ
k˜lijmBm. (2.19)
Usando as matrizes deﬁnidas em (2.7) e também que σjk˜ = −jk˜nΣn e σ0l = iαl chega-se
a
(kF )µναβσ
µνFαβ = 2i(κDE)liα
lEi + 2(κHE)niΣ
nEi
+ 2i(κDB)lmα
lBm + 2(κHB)nmΣ
nBm. (2.20)
De posse desse resultado, é possível escrever a equação de Dirac (2.9), semelhante ao reali-
zado nas referências [19, 27]. Assim, considerando um sistema de coordenadas cilíndricas,
a equação de Dirac com o acoplamento não mínimo (2.6), torna-se, então 4
mψ = iγ0
∂ψ
∂t
+ iγ1
(
∂
∂ρ
+
1
2ρ
)
ψ + i
γ2
ρ
∂ψ
∂ϕ
+ iγ3
∂ψ
∂z
+ ig~α · ~Eψ − g ~Σ · ~Bψ + ig~α · ~Bψ − g ~Σ · ~Eψ.(2.21)
4Optou-se por usar no desenvolvimento desta tese o sistema de unidades naturais, com ~ = c = 1
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Para a expressão (2.21), foram deﬁnidos campos efetivos deﬁnidos como
Ei = (κDE)ijEj; Bi = (κHB)ijBj;
Ei = (κHE)ijE
j; Bi = (κDB)ijB
j. (2.22)
2.4 Considerações ﬁnais
Neste capítulo apresentou-se de forma bastante direta o ambiente da física que cul-
minou no desenvolvimento da teoria do Modelo Padrão Estendido, no qual se admite a
violação da simetria de Lorentz. A violação da simetria de Lorentz é obtida por uma
solução não trivial do estado fundamental das equações de movimento. Resumidamente,
o vácuo da teoria possui agora uma estrutura, com a presença de um campo de fundo
gerando uma anisotropia do espaço-tempo. Utilizando um acoplamento não mínimo com-
posto por um termo que contém um campo tensorial que viola a simetria de Lorentz, foi
obtida a equação de Dirac para uma partícula neutra. Esta equação é fundamental para
a obtenção das fases geométricas, como será descrito no capítulo 3.
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Capítulo 3
Fases geométricas quânticas para um
cenário de violação da simetria de
Lorentz
Neste Capítulo, serão apresentados parte dos resultados originais obtidos durante a
realização deste doutorado. Especiﬁcamente, ele descreverá a obtenção das fases geomé-
tricas quânticas. No Capítulo 2, foi apresentada a equação de Dirac com o acoplamento
não mínimo (2.6), que rege a dinâmica de partículas neutras em um cenário de violação
de simetria de Lorentz imposta pelo campo tensorial (kF )µναβ, equação (2.21). Conside-
rando o limite não relativístico desta equação, será obtida as fases geométricas quânticas,
inicialmente para o setor de paridade par, e em seguida, para o setor de paridade ímpar
do tensor (kF )µναβ.
3.1 Introdução
A descrição teórica do estado físico de uma partícula em algum instante é representado
pela função de onda ψ. Essa função de onda assume valores complexos do espaço, e,
quando o sistema evolui no tempo, ela também muda.
Em 1984 Michael V. Berry [29] descobriu que através da realização de uma evolução
adiabática de um sistema quântico, o sistema retém uma memória deste movimento
quando ele retorna ao seu estado físico original. Esta memória foi denominada de fase
geométrica ou fase de Berry. Em seu trabalho, Berry considerou que após uma evolução
temporal, uma função de onda ﬁnal ψ′ está relacionada a uma função de onda inicial ψ
por ψ′ = eiφψ, com φ um número real e i2 = −1. Assim, as características observáveis do
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estado inicial e ﬁnal são iguais e, portanto, do ponto de vista clássico, não existe distinção
entre eles. Por outro lado, na mecânica quântica, φ, que é a fase adquirida pela função de
onda, constitui uma memória da evolução seguida pelo sistema. Berry também mostrou
que, além de uma constribuição referente aos efeitos devido ao ambiente em cada instante,
φ contém uma parte que é de natureza geométrica. Posteriormente, o estudo destas fases
geométricas foi generalizado para o caso em que o sistema quântico realiza uma evolução
não adiabática [30], o que ajudou a destacar a inﬂuência geométrica do caminho ao longo
do qual o sistema quântico evolui.
Em 1931, Dirac demonstrou um método de se obter a função de onda de uma partícula
carregada interagindo com um campo magnético [87]. É importante descrever um exemplo
simples para considerar este método [48]. Da eletrodinâmica clássica, sabe-se que o campo
magnético ~B está relacionado com o potencial vetor ~A através da relação [88]
~B = ~∇× ~A. (3.1)
Qualquer gradiente de uma função escalar, ω, pode ser acrescentado ao potencial vetor ~A
sem causar mudança no valor do campo ~B, isto é,
~B = ~∇× ( ~A+ ~∇ω) = ~∇× ~A. (3.2)
Esta invariância do campo ~B sobre a escolha da função ω [88] é conhecida como invariância
de calibre ou simetria de calibre, e o potencial vetor ~A é também conhecido como um campo
de calibre. A saber, a simetria de calibre representa uma das simetrias mais importantes
presentes na natureza, presente na essência do eletromagnetismo clássico. Quando uma
partícula carregada se move na presença de um campo de calibre, sua função de onda
adquire uma fase quântica [48].
Considere uma partícula com uma carga q em uma certa posição ~r = (x, y, z), movendo-
se ao longo de uma trajetória fechada contida em um plano. Admitindo a presença de
um campo magnético ~B perpendicular a este plano, pode-se escrever o hamiltoniano não
relativístico deste sistema utilizando a prescrição de acoplamento mínimo, ou seja,
HA = − 1
2m
(
~∇− iq ~A
)2
. (3.3)
Pode-se veriﬁcar que, se ψ(~r) é um autoestado deste hamiltoniano (3.3) com ~A = 0, então
o autoestado com a mesma energia para um potencial vetor geral ~A 6= 0 é dado por
ψA(~r) = exp
(
iq
∫ ~r
~r0
~A(~r′) · d~r′
)
ψ(~r). (3.4)
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Na expressão (3.4), se admitie que ~r0 é um ponto de referência arbitrário e a integral é ao
longo de um caminho que liga ~r0 até ~r. O autoestado ψA, (3.4), mostra explicitamente
a relação entre campos de calibre e o fator de fase. Considerando que esta evolução é
adiabática ao longo de uma trajetória fechada C e desconsiderando qualquer outro efeito
externo além da interação entre a carga q e o campo magnético ~B, a função de onda ao
ﬁnal de uma evolução cíclica adquire a fase
φ = q
∮
C
~A · d~r. (3.5)
Aplicando o teorema de Stokes, esta fase pode ser reescrita como
φ = q
∫∫
S(C)
~∇× ~A · d~s = q
∫∫
S(C)
~B · d~s = qΦ. (3.6)
Na expressão para a fase quântica (3.6) tem-se que, d~r é um elemento inﬁnitesimal do
caminho fechado C, S(C) é a superfície que contornada por C, Φ é o ﬂuxo do campo
magnético que atravessa a superfície S(C) e d~s é um elemento de superfície. A fase
quântica (3.6) independe da escolha do campo de calibre ~A uma vez que ele fornece o
mesmo campo magnético ~B. A fase quântica (3.6) depende do caminho C contudo, ela é
invariante sobre deformações na superfície S(C) que mantém o ﬂuxo Φ ﬁxo.
É possível, a partir deste exemplo, apresentar o efeito Aharonov-Bohm [34]. Para isto,
basta considerar que o ﬂuxo magnético descrito acima encontre-se conﬁnado em um tubo
inﬁnito e muito ﬁno que impossibilite completamente a interação entre a partícula e o
ﬂuxo. Este ﬂuxo também pode ser obtido por uma série de dipolos magnéticos alinhados
ao longo de um solenóide. A função de onda que representa a partícula adquire um
fator de fase mesmo em uma região livre da inﬂuência do campo eletromagnético. Esta
fase é dada pela integral de linha do potencial vetor ~A, adquire valor não trivial fora
do solenóide. Graças a isso, o potencial vetor ~A deixou de ser tratado apenas como um
artifício matemático para a obtenção do campo magnético ~B e passou a ser interpretado
como um parâmetro físico que se manifesta apenas no âmbito da quântico. A comprovação
experimental do efeito Aharonov-Bohm foi dada por [37]. Aharonov e Bohm também
reproduziram a proposta do experimento para veriﬁcar o surgimento de fases geométricas
para o caso de uma partícula carregada na presença de um campo elétrico [37, 38, 39].
Neste experimento, uma partícula carregada atravessa um interferômetro experimentando
a interação de um potencial escalar homogêneo durante um certo intervalo de tempo. Esta
interação gera um deslocamento de fase na energia potencial, mesmo quando nenhuma
força atua sobre a partícula na região deste campo, visto que lá o gradiente deste é nulo.
Este efeito é conhecido como efeito Aharonov-Bohm Escalar.
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Deve-se destacar, que este trabalho realizado por Aharonov-Bohm [34] é datado de
1959, porém somente com a publicação do trabalho de Berry [29] mais de duas déca-
das depois é que o interesse nas fases geométricas adquiriu força. Em 1980, anterior a
publicação deste célebre trabalho, Berry já demonstrava interesse no estudo dos fatores
de fase adquiridos pela função de onda, ao publicar um trabalho [89] em que obtém a
função de onda exata para o efeito Aharonov-Bohm. Neste trabalho, Berry utilizou o
método proposto por Dirac em 1931 [87] para se obter o fator de fase de partículas que
interagem com campos externos. Na elaboração dos trabalhos apresentados nesta tese,
também se utilizou deste método. Em 1983, Barry Simon interpretou as fases geométricas
como holonomias utilizando o conceito de transporte paralelo de um vetor ou espinor por
uma curva fechada [90]. Uma revisão bastante pedagógica sobre fases geométricas e que
descreve de forma clara esta analogia entre fases geométricas e holonomias foi feita por
Anandan [91].
Ainda sobre o trabalho [29], é importante frisar que o fator de fase obtido é de na-
tureza abeliana, supondo que o sistema foi preparado em um autoestado que realizará
uma evolução adiabática através de uma trajetória fechada. A remoção da condição de
evolução adiabática foi feita por Aharonov e Anandan [30]. Neste trabalho, os autores
calcularam uma fase geométrica adquirida pela função de onda quando o sistema realiza
uma evolução cíclica. A generalização das fases geométricas abelianas para fases geomé-
tricas não-abelianas foi feito por Wilczek e Zee em 1984 [92]. Posteriormente, Samuel e
Bhandari [93] obtiveram fases geométricas quânticas no qual consideraram que a evolu-
ção do estado quântico que descreve um sistema não é unitária nem tampouco cíclica.
Uma extensão ainda mais geral foi feita por Anandan [56]. Ele obteve fases geométricas
não-abelianas considerando que a evolução feita pelo sistema não é adiabática. Nesta des-
crição foi analisada a dinâmica de uma partícula que possui momento de dipolo elétrico
e momento de dipolo magnético permanente em interação com o campo eletromagnético.
Esta interação se deu no contexto da mecânica quântica não relativística. Anos mais
tarde, em 2000, Anandan refaz esta mesma análise mas sob um tratamento covariante e
relativístico desta interação entre a partícula e o campo eletromagnético [57].
Um outro efeito associado a ideia de fase geométrica bastante conhecido, foi proposto
por Aharonov e Casher em 1984 [40]. Eles realizaram uma adaptação ao trabalho ori-
ginal de Aharonov [34], substituindo o solenóide por uma distribuição linear de cargas e
trocando as partículas carregadas por partículas neutras (nêutrons). Com esta correção
eles inverteram a experiência e analisaram efeitos de interferência para partículas neutras
com momento de dipolo magnético permanente que se movem na presença de um campo
elétrico devido a um ﬁo carregado. A função de onda também adquire uma fase geo-
métrica quântica. O efeito Aharonov-Casher foi comprovado experimentalmente em um
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interferômetro de nêutrons [94] e em um interferômetro atômico de Ramsey [95, 96].
Em um trabalho teórico realizado em 1993 por He e McKellar [41] e de forma indepen-
dente Wilkens [42] em 1994, foi previsto o surgimento de uma fase geométrica quântica
que seria adquirida pela função de onda. Esta fase representaria o estado de uma partícula
neutra com momento de dipolo elétrico permanente, quando esta circula ao redor e para-
lelamente a uma linha de monopólos magnéticos. Esse efeito é conhecido pela comunidade
cientíﬁca como efeito He-McKellar-Wilkens, e tem sido comprovado experimentalmente
em vários trabalhos [97, 98, 99]. Deve-se ressaltar que os monopolos magnéticos de Dirac
são partículas que possuem o comportamento de pólos magnéticos isolados o que não é
admitido no eletromagnetismo clássico. Recentemente, tais partículas foram observados
em campos magnéticos sintéticos gerados por um condensado de Bose-Einstein [100].
A descrição uniﬁcada dos efeitos Aharonov-Bohm, Aharonov-Casher e He-McKellar-
Wilkens foi feita através de uma discussão sobre dualidade eletromagnética de Maxwell
por Dowling, Williams e Franson [35]. Através deste estudo, eles obtiveram uma nova fase
geométrica quântica, ao qual este novo efeito foi denominado de efeito Aharonov-Bohm
Dual.
O leitor interessado em mais detalhes sobre a fase de Berry e outros tópicos rela-
cionados a fases geométricas, pode consultar os livros [33, 101] que foram utilizados no
embasamento teórico sobre o tema. No caso especíﬁco da fase de Berry, é indicado ao leitor
a referência [102] para um estudo detalhado do artigo [29] e sobre o efeito Aharonov-Bohm
Dual. Um estudo sobre o efeito Aharonov-Bohm e o Efeito Aharonov-Casher utilizando
o método de integrais de trajetória de Feynman é encontrado em [103].
A partir da próxima seção até o ﬁnal deste capítulo serão apresentados parte da
contribuição original desenvolvida durante a realização deste doutorado [104, 105, 106].
Como já mencionado, foram obtidas fases geométricas quânticas considerando a dinâmica
de partículas em cenários com violação de simetria de Lorentz. Esta violação de simetria
torna o espaço tempo anisotrópico, inﬂuenciando assim suas propriedades cinemáticas.
3.2 Violação da simetria de Lorentz induzida pelo setor
de paridade par do tensor (kF )µναβ
Esta seção será dedicada à obtenção de fases geométricas quânticas na função de
onda de uma partícula neutra não relativistica, induzida para um cenário de violação da
simetria de Lorentz. Tal cenário é deﬁnido pelo setor de paridade par do tensor (kF )µναβ
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[104]. Será veriﬁcado que este possível cenário de violação da simetria de Lorentz induz
um análogo da fase quântica de Anandan [56, 57] e, como um caso particular, será obtido
um caso análogo ao efeito Aharonov-Casher [40]. No que segue, serão calculados bounds
para os parâmetros que violam a simetria de Lorentz.
Para as matrizes deﬁnidas em (2.22), é possível considerar somente as que representam
o setor paridade par do tensor (kF )µναβ tendo componentes não nulas. Com isso, a equação
(2.21) torna-se
mψ = iγ0
∂ψ
∂t
+ iγ1
(
∂
∂ρ
+
1
2ρ
)
ψ + i
γ2
ρ
∂ψ
∂ϕ
+ iγ3
∂ψ
∂z
+ ig~α · ~Eψ − g ~Σ · ~Bψ, (3.7)
no qual estão presentes os campos efetivos
Ei = (κDE)ijEj; Bi = (κHB)ijBj.
(3.8)
Para a obtenção das fases geométricas, faz-se necessário seguir para o regime de baixas
energias. O limite não relativístico da equação de Dirac (3.7) pode, então, ser obtido pela
extração da dependência temporal da função de onda devido a energia de repouso [84].
Assim sendo, é necessário escrever o espinor de Dirac na forma ψ = e−imt(η χ)T , em que
η e χ são dois espinores correspondendo as componentes forte e fraca, respectivamente.
Substituindo esta solução na equação de Dirac (3.7), torna-se possível obter duas equações
acopladas para η e para χ, descritas por
i
∂η
∂t
− g~σ · ~Bη =
[
~σ · ~pi − ig~σ · ~E
]
χ, (3.9)
2mχ+ i
∂χ
∂t
+ g~σ · ~Bχ =
[
~σ · ~pi + ig~σ · ~E
]
η, (3.10)
no qual ~pi = ~p− i~ξ e −iξk = − 12ρσ3δ2k, conforme descrito em [20, 27].
Uma vez que χ é a componente fraca do bispinor de Dirac, é conveniente considerar
|2mχ|  |i∂χ
∂t
| e |2mχ|  |g~σ · ~B|. Assim, pode-se escrever que
χ ≈ 1
2m
[
~σ · ~pi + ig~σ · ~E
]
η. (3.11)
Substituindo a equação (3.11) na equação (3.9), chega-se à
i
∂η
∂t
=
1
2m
[
~p− i~ξ + g
(
~σ × ~E
)]2
η − g
2E2
2m
η +
g
2m
(
~∇ · ~E
)
η + g~σ · ~Bη, (3.12)
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que é a equação de Schrödinger-Pauli para um cenário de violação da simetria de Lorentz
deﬁnido pelo setor de paridade par do tensor (kF )µναβ. Recentemente, os efeitos causados
pela violação da simetria de Lorentz foram estudados através da equação (3.12). Como
exemplo, pode-se destacar a investigação feita em [82], que descreve correções do momento
magnético anômalo de uma partícula carregada, induzida pelo cenário de violação da
simetria de Lorentz. Tal cenário, é deﬁnido pelo termo g~σ ·~B. No que se refere a este texto,
dado a obtenção da equação (3.12), será apresentado na próxima subseção a obtenção
propriamente das fases geométricas [104].
3.2.1 Fase geométrica quântica de Anandan e efeito Aharonov-
Casher induzidos pelo setor de paridade par
Como já mencionado, as fases geométricas serão obtidas através da aplicação do mé-
todo do fator de fase de Dirac [87, 89]. Neste caso, para equação (3.12), o método permite
escrever
η = ~Peiφη0, (3.13)
com ~P representando o operador ordenamento de caminho. Da expressão (3.13), pode-se
veriﬁcar que, η0 é uma solução da equação
i
∂η0
∂t
=
1
2m
[
~p− i~ξ
]2
η0 − g
2E2
2m
η0 +
g
2m
(~∇ · ~E)η0, (3.14)
e, além disso, a expressão geral para a fase geométrica adquirida pela função de onda de
uma partícula neutra é dada por
φA = −g
∮ [
~σ × ~E
]
· d~r − g
∫ τ
0
~σ · ~Bdt. (3.15)
A fase geométrica dada na equação (3.15) corresponde ao análogo da fase geométrica
quântica de Anandan [56, 57]. Esta fase análoga é obtida para um cenário que viola a
simetria de Lorentz, deﬁnido pelo setor de paridade par do tensor (kF )µναβ. Como descrito
em [56, 57], a fase geométrica quântica de Anandan corresponde a um deslocamento de
fase adquirido pela função de onda de uma partícula neutra, que possui momento de
dipolo magnético permanente. Esta fase, surge devido a interação entre o momento de
dipolo magnético e campos elétricos e magnéticos externos. Este deslocamento de fase
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corresponde a uma fase geométrica não-abeliana [56, 57], e tem sua expressão dada por
Ψ(xν) = ~P exp(−i µ
~c
∮
aνdx
ν)Ψ0(x
ν), (3.16)
no qual ~µ = µ~σ é o momento de dipolo magnético permanente de uma partícula neutra e
aν = (−~σ · ~B, ~σ × ~E) é um campo de calibre não abeliano [56, 57]. Portanto, a expressão
para a fase quântica de Anandan é
φA = − µ~c
∮ (
~σ × ~E
)
· d~r − µ
~c
∫ τ
0
~σ · ~Bdt, (3.17)
no qual τ representa o tempo necessário para a partícula percorrer uma trajetória fechada.
A comparação direta entre as expressões (3.15) e (3.17), permite veriﬁcar a analogia
mencionada com a fase quântica de Anandan. Como consequência, é possível deﬁnir o
potencial vetor efetivo Mµ = (~σ · ~B, ~σ× ~E) a partir da equação (3.12). A fase quântica de
Anandan em um cenário com violação da simetria de Lorentz foi estudada anteriormente
em [26]. Nele, os autores mostram que a fase quântica induzida por um campo vetorial de
fundo é uma fase abeliana. Contrário a este resultado, a fase quântica obtida pela equação
(3.15) é uma fase não-abeliana. Esta diferença entre a natureza abeliana na referência
[26] e a natureza não-abeliana da equação (3.15) deriva do cenário que possui a violação
da simetria de Lorentz deﬁnida pelo campo tensorial na equação (2.6).
Seguindo com a descrição, será apresentado um caso especíﬁco, no qual se admite
uma conﬁguração de campo deﬁnida por um campo elétrico radial produzido por a uma
distribuição linear de cargas elétricas ao longo do eixo-z. Isto permite então escrever
~E = E1ρˆ =
λ
ρ
ρˆ, (3.18)
com λ correspondendo a uma densidade linear de cargas elétricas, ρ =
√
x2 + y2 e ρˆ é um
vetor unitário na direção radial. Neste caso, a fase quântica de Anandan (3.15) torna-se
φA1 = −ζ3σ3 + ζ1σ1, (3.19)
no qual foram deﬁnidos os parâmetros ζ3 = 2piλg(κDE)11 e ζ1 = 2piλg(κDE)31. Como um
caso particular, pode-se considerar a matriz (κDE)ij sendo uma matriz diagonal. Assim
sendo, a fase quântica de Anandan (3.19) torna-se
φAC = −2piλg(κDE)11σ3, (3.20)
que corresponde a um análogo do efeito Aharonov-Casher [40] baseado em um cenário de
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violação da simetria de Lorentz deﬁnido pelo setor de paridade par do tensor (kF )µναβ.
Como descrito em [40], Aharonov e Casher investigaram a dinâmica de uma partícula
neutra com momento de dipolo magnético permanente ~µ = µσ3kˆ que interage com um
campo elétrico produzido por uma distribuição linear de cargas. A fase geométrica obtidas
por eles foi
φAC = − µ~c
∮ (
~σ × ~E
)
· d~r = −2piµλ
~c
σ3, (3.21)
no qual λ é a distribuição linear de cargas. Deve-se ressaltar que, a fase geometria quântica
(3.20) independe da velocidade da partícula, e consiste em uma fase geométrica não-
dispersiva como estabelecido nas referências [107, 108, 109]. Deve ser destacado que,
a fase geométrica (3.20) é uma fase não-abeliana devido ao ambiente com violação de
simetria de Lorentz deﬁnido pelo tensor (2.6). Este resultado é contrário ao apresentado
pela referência [26]. Neste trabalho, os autores obtiveram um análogo da fase geométrica
de Aharonov-Casher [40], porém, a fase obtida é abeliana, devido a um campo vetorial
ﬁxo responsável pela violação da simetria de Lorentz.
Além disso, com o objetivo de fornecer um limite superior (bound) para o termo
g(κDE)11, que leva a violação da simetria de Lorentz, é conveniente considerar uma ca-
pacidade experimental para medir fases geométricas muito pequenas, da ordem de 10−4
rad [94, 95, 96], então, pode-se aﬁrmar que, o valor teórico para a fase geométrica indu-
zida para uma partícula neutra, não pode ser maior que este valor, que é, |φAC | < 10−4
rad. Assim, supondo que o spin da partícula neutra é up, usando que | ~E| ≈ 109 V/m
e r0 = 10−5 m (no qual em experimentos utilizando anéis mesoscópicos unidimensionais
corresponde aos valores usuais para campos elétricos e raio, respectivamente, conforme
pode ser veriﬁcado em [110, 111, 112, 113, 114]), foi possível estimar um limite superior
para a constante g(κDE)11 dada por
|g(κDE)11| < 1.3× 10−10(eV )−1. (3.22)
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3.2.2 Efeito Aharonov-Bohm escalar induzido pelo setor de pari-
dade par
Ainda no contexto associado ao setor de paridade par do tensor (kF )µναβ, um outro
caso particular considerado refere-se a conﬁguração de um campo fundo dado por
~B = B0zˆ. (3.23)
Neste caso, a fase quântica de Anandan (3.15) torna-se
φA2 = −b3σ3 − b1σ1 − b2σ2, (3.24)
no qual foram deﬁnidos os parâmetros b3 = g(κHB)33B0τ , b1 = g(κHB)13B0τ e b2 =
g(κHB)23B0τ . É interessante observar que, uma vez considerada a matriz (κHB)ij como
uma matriz diagonal, a fase geométrica quântica (3.24) torna-se
φSAB = −g(κHB)33B0τσ3. (3.25)
Os efeitos quânticos associados ao deslocamento de fase dado pela (3.25) correspondem
ao análogo do efeito Aharonov-Bohm escalar [38, 39, 56, 57]. É importante ressaltar,
que, esta fase é baseada em um cenário em que ocorre a violação da simetria de Lorentz
deﬁnida pelo setor de paridade par do tensor (kF )µναβ. Deve-se observar além disso, que,
a fase geométrica (3.25) é uma fase não dispersiva (uma vez que independe da velocidade
da partícula neutra) [107, 108, 109] e também uma fase não-abeliana. Além disso, para
que um limite superior (bound) para o parâmetro que representa a violação da simetria
de Lorentz g(κHB)33 possa ser estimado, pode-se utilizar valores da ordem de 10−4rad,
que se baseiam nas atuais técnicas experimentais de medida destas grandezas [94, 95, 96].
Assim, usando B0 = 1T e τ = 17, 8 × 10−6s [141], foi estimado o limite superior para a
constante
|g(κHB)33| < 3.2× 10−24(eV )−1. (3.26)
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3.3 Violação da simetria de Lorentz induzida pelo setor
de paridade ímpar do tensor (kF )µναβ
Esta seção também será dedicada à obtenção de fases geométricas, mas, sob outro
aspecto. O cenário agora será deﬁnido pelo setor de paridade ímpar do tensor (kF )µναβ
[105, 106]. Será mostrado que, este outro cenário de violação da simetria de Lorentz
também induz um análogo da fase geométrica quântica de Anandan [56, 57], e, como
casos particulares, o efeito Aharonov-Bohm escalar [38, 39, 56, 57] e o efeito He-McKellar-
Wilkens [41, 42].
Para as matrizes deﬁnidas em (2.22), serão consideradas somente as que representam
o setor paridade ímpar do tensor (kF )µναβ. Com isso, a equação (2.21) torna-se
mψ = iγ0
∂ψ
∂t
+ iγ1
(
∂
∂ρ
+
1
2ρ
)
ψ + i
γ2
ρ
∂ψ
∂ϕ
+ iγ3
∂ψ
∂z
+ ig~α · ~Bψ − g ~Σ · ~Eψ, (3.27)
no qual encontram-se os campos efetivos
Ei = (κHE)ijE
j; Bi = (κDB)ijB
j. (3.28)
A equação de Dirac (3.27) apresenta o acoplamento das componentes fortes e fracas do
espinor de Dirac ψ devido a presença do operador ~α. Além disso, existe uma dependência
temporal associada ao campo de radiação externo presente. Uma vez que, o objetivo
principal é obter fases geométricas, torna-se necessário discutir o comportamento no limite
de baixas energias. Optou-se, agora, pela utilização do método de Foldy-Wouthuysen
[84, 115, 116] para esta ﬁnalidade. Em 1950, Foldy e Wouthuysen desenvolveram um
método que promove a separação do hamiltoniano relativístico da equação de Dirac em
termos de operadores pares e ímpares, denotados por Eˆ e Oˆ, respectivamente. Com isso,
pode-se escrever
Hˆ = mβˆ + Eˆ + Oˆ (3.29)
Além disso, estes operadores também devem satisfazer as relações
[Eˆ , βˆ] = Eˆ βˆ − βˆEˆ = 0;
{Oˆ, βˆ} = Oˆβˆ + βˆOˆ = 0. (3.30)
Tal separação do operador hamiltoniano é obtida realizando transformações unitárias
sobre o espinor ψ de modo que a lei de transformação ψ′ = Uψ permaneça válida1.
1A descrição geral deste método está no Apêndice A
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Reescrevendo a equação (3.27) na forma da equação (A.1) e aplicando o método de Foldy-
Wouthuysen [84, 115, 116] chega-se a
i
∂ψ
∂t
= mβˆψ + Eˆψ + 1
2m
βˆOˆ2ψ, (3.31)
com ψ a partir de agora representando um espinor com duas componentes. Pela equação
(3.27), os operadores Eˆ e Oˆ são deﬁnidos por
Eˆ = gβˆ ~Σ · ~E; Oˆ = ~α · ~pi − igβˆ~α · ~B, (3.32)
no qual é utilizado ~pi = ~p − i~ξ com o vetor ~ξ possuindo componentes dadas por −iξk =
−σ3
2ρ
δ2k. O vetor ~ξ tem origem a partir da conexão espinorial Γµ(x) discutida em [26].
Assim, a equação de Schrödinger-Pauli para o cenário de violação de simetria de Lorentz
induzido pelo setor de paridade ímpar do tensor (kF )µναβ é dada por
i
∂ψ
∂t
=
1
2m
[
~p− i~ξ + g(~σ × ~B)
]2
ψ − g
2B2
2m
ψ +
g
2m
(
~∇ · ~B
)
ψ + g~σ · ~Eψ. (3.33)
Deve-se ressaltar que, na expressão (3.33) estão presentes análogos do potencial vetor e
do potencial escalar, dados por
~Aeff = ~σ × ~B; Aeff0 = ~σ · ~E. (3.34)
3.3.1 Fase geométrica quântica de Anandan e o efeito Aharonov-
Bohm escalar induzidos pelo setor de paridade ímpar
Seguindo com o objetivo de se obter fases geométricas quânticas, será considerado uma
conﬁguração de campo fundo deﬁnido por um campo elétrico dado por
~E = E0zˆ. (3.35)
Como já mencionado, as fases geométricas podem ser obtidas pela aplicação do método
do fator de fase de Dirac [87, 89] na equação de Schrödinger-Pauli (3.33). Seguindo este
método, a função de onda pode ser escrita como
ψ = PˆeiφAψ0, (3.36)
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com Pˆ representando o operador ordenamento de caminho. A função de onda ψ0 repre-
senta a solução da equação de Schrödinger-Pauli livre de campos, isto é,
i
∂ψ0
∂t
=
1
2m
[
~p− i~ξ
]2
ψ0. (3.37)
Aplicando o método de Dirac, chega-se a expressão para a fase geométrica
φA = −g
∫ τ
0
~σ · ~Edt. (3.38)
Considerando o campo deﬁnido em (3.35), esta fase pode ser reescrita como
φA = −g(κHE)13E0τσ1 − g(κHE)23E0τσ2 − g(κHE)33E0τσ3, (3.39)
no qual τ é o tempo que a partícula leva para percorrer um caminho cíclico. A fase geomé-
trica (3.39) tem origem a partir do cenário de violação da simetria de Lorentz deﬁnida pelo
setor de paridade ímpar do tensor (kF )µναβ. Como mencionado anteriormente, Anandan
[56, 57] mostrou que a interação entre o dipolo magnético permanente de uma partícula
neutra e um campo de calibre aν = (−~σ · ~B, ~σ × ~E), dá origem a uma fase geométrica
dada por (3.17). Por outro lado, é possível deﬁnir o campo de calibre Aν = (~σ · ~E, ~σ× ~B)
a partir da expressão (3.34). Comparando o campo de calibre aν , com o campo de calibre
Aν , é possível aﬁrmar que a fase geométrica da expressão (3.39) é um análogo da fase
geométrica quântica de Anandan, e este resultado encontra-se publicado em [105].
Prosseguindo, busca-se agora investigar um caso particular, obtido quando se considera
a matriz (κHE)ij, como uma matriz diagonal. Tal condição, leva a fase geométrica (3.39)
a tornar-se
φSAB = −g(κHE)33E0τσ3. (3.40)
Uma rápida análise na expressão (3.40), permite aﬁrmar que o efeito quântico associado ao
deslocamento de fase causado por ela é um caso análogo ao efeito Aharonov-Bohm escalar
para partículas neutras com momento de dipolo elétrico permanente [38, 39, 56, 57]. Deve-
se destacar que, este análogo, está agora baseado no cenário de violação de simetria de
Lorentz deﬁnido pelo setor de paridade ímpar do tensor (kF )µναβ. É importante também
mencionar que, ambas as fases geométricas (3.39) e (3.40) são fases não-abelianas e não
dispersivas [105]. A característica não dispersiva vem do fato delas não dependerem
da velocidade da partícula [107, 108, 109]. Ambas as fases são não-abelianas devido
ao acoplamento não mínimo (2.6) escolhido para ser utilizado neste trabalho. Como já
mencionado, este acoplamento deﬁne como se processa a interação entre a partícula neutra
e o campo de fundo. Por outro lado, esta característica difere do que foi apresentado na
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referência [27]. Neste trabalho, os autores obtiveram uma fase geométrica abeliana, devido
a escolha de um outro tipo de acoplamento, que leva a violação de simetria de Lorentz
através de um campo vetorial ﬁxo.
3.3.2 Análogo do efeito He-McKellar-Wilkens para partículas neu-
tras induzido pelo setor de paridade ímpar
Além de utilizar o método de Foldy-Wouthuysen [84, 115, 116], será descrita também
a análise do limite para baixas energias da equação (3.27) através da separação em compo-
nentes fortes e fracas. Este limite é atingido extraindo a dependência temporal presente
na função de onda devido a energia de repouso [84]. Deve-se destacar que, a equação
(3.27) contém apenas os termos referentes a violação de simetria de Lorentz induzidos
pelo setor de paridade ímpar deﬁnido através do tensor (kF )µναβ. O procedimento se
assemelha ao descrito na seção (3.1). O bispinor de Dirac pode ser escrito na forma
ψ = e−imt(η χ)T , (3.41)
em que η e χ são os espinores de Pauli de duas componentes, correspondendo as compo-
nentes fortes e fracas respectivamente. Substituindo a expressão (3.41) na equação (3.27),
são obtidas duas equações acopladas para η e χ, dadas por
i
∂η
∂t
− g~σ · ~Eη =
[
~σ · ~pi − ig~σ · ~B
]
χ, (3.42)
e
2mχ+ i
∂χ
∂t
+ g~σ · ~Eχ =
[
~σ · ~pi + ig~σ · ~B
]
η, (3.43)
com ~pi = ~p − i~ξ e −iξk = − 12ρσ3δ2k, conforme descrito em [20, 27]. Uma vez que χ
representa a componente fraca do bispinor de Dirac, então, é conveniente considerar que
|2mχ|  |i∂χ
∂t
| e |2mχ|  |g~σ · ~E|. Assim, pode ser admitido que
χ ≈ 1
2m
[
~σ · ~pi + ig~σ · ~B
]
η. (3.44)
Substituindo a equação (3.44) na equação (3.9), é encontrada a expressão
i
∂η
∂t
=
1
2m
[
~p− i~ξ + g
(
~σ × ~B
)]2
η − g
2B2
2m
η +
g
2m
(
~∇ · ~B
)
η + g~σ · ~Eη, (3.45)
que é a equação de Schrödinger-Pauli para o cenário em que existe a violação da simetria
de Lorentz deﬁnida pelo setor de paridade ímpar do tensor (kF )µναβ. A equação (3.45)
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é semelhante a equação (3.33), porém não foi obtida através da aproximação de Foldy-
Wouthuysen [84, 115, 116]. Além disso, é veriﬁcado a presença de análogos do potencial
vetor e do potencial escalar
~Aeff = ~σ × ~B; Aeff0 = ~σ · ~E. (3.46)
De posse da equação (3.45), será apresentado agora a obtenção das fases geométricas
quânticas na função de onda de uma partícula neutra devido ao cenário envolvendo a vio-
lação de simetria de Lorentz no setor de calibre do CPT -par do modelo padrão estendido.
Como já mencionado anteriomente, pode-se agora aplicar o método do fator de fase de
Dirac [87, 89] na equação de Schrödinger-Pauli (3.45), e, como resultado, obtem-se um
análogo da fase geométrica quântica de encontrada por Anandan [56, 57]. A expressão
para esta fase análoga é
φA = −g
∮ [
~σ × ~B
]
· d~r − g
∫ τ
0
~σ · ~Edt. (3.47)
A expressão (3.47) mostra uma fase geométrica quântica análoga a fase geométrica de
Anandan. Contudo, esta fase é oriunda do cenário de violação de simetria de Lorentz,
deﬁnido através do setor de paridade ímpar do tensor (kF )µναβ. Como mencionado ante-
riormente, o estudo da inﬂuência de um cenário com violação de simetria de Lorentz no
surgimento de fases geométricas quânticas de Anandan já foram realizados anteriormente.
Por exemplo, na referência [27], mostrou-se que uma fase geométrica quântica de Anan-
dan induzida por um cenário contendo um campo vetorial de fundo, é de característica
abeliana. Ao contrário, a fase geométrica quântica análoga obtida (3.47) é não-abeliana.
Esta diferença entre a natureza abeliana da fase geométrica obtida em [27] e a natureza
não-abeliana da fase dada em (3.47), reside no cenário de violação da simetria de Lorentz
deﬁnido pelo tipo de campo tensorial presente na equação (2.6).
Agora, como um caso especíﬁco, será considerado uma conﬁguração de campo de fundo
deﬁnido por um campo magnético radial produzido por uma distribuição linear de cargas
magnéticas sobre o eixo-z. A escolha desta conﬁguração especíﬁca, está baseada nos traba-
lhos teóricos realizados por He e McKellar [41] e por Wilkens [42]. Diversos experimentos
foram realizados para reproduzir a conﬁguração de campo do efeito He-McKellar-Wilkens
[97, 98, 99]. Além disso, deve-se destacar que os monopolos magnéticos de Dirac foram
observados em campos magnéticos sintéticos [100]. Assim, o campo magnético pode ser
escrito por
~B = B1ρˆ =
λm
ρ
ρˆ, (3.48)
o qual λm é uma constante associada com a densidade linear de cargas magnéticas, ρ =
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x2 + y2 e ρˆ é o versor na direção radial. Neste caso, a fase quântica de Anandan (3.47)
torna-se
φA1 = −2piλmg(κDB)11σ3 + 2piλmg(κDB)31σ1. (3.49)
Pode-se admitir, como um caso particular, que a matriz (κDB)ij seja uma matriz
diagonal. Assim sendo, a fase quântica de Anandan (3.49) torna-se
φHMW = −2piλmg(κDB)11σ3, (3.50)
e corresponde a um análogo do efeito He-McKellar-Wilkens [41, 42]. Este caso análogo
está baseado no cenário de violação da simetria de Lorentz deﬁnida pelo setor de paridade
ímpar do tensor (kF )µναβ [106]. Deve-se ressaltar que, fase geométrica deﬁnida em (3.50)
não depende da velocidade da partícula neutra de Dirac. Com isso, ela pode então ser
caracterizada como uma fase geométrica quântica não dispersiva [107, 108, 109]. Outro
ponto que merece destaque, refere-se ao fato de que, este análogo da fase geométrica
quântica de He-McKellar-Wilkens, é uma fase não-abeliana e isto se deve ao cenário de
violação de simetria de Lorentz deﬁnido pelo campo tensorial presente na equação (2.6).
Ao contrário do análogo da fase geométrica quântica de He-McKellar-Wilkens obtida em
[27], que é abeliana, devido ao cenário de violação de simetria de Lorentz ser deﬁnido por
um campo vetorial ﬁxo.
3.3.3 Conﬁnamento a um potencial do tipo parede rígida
Será considerado agora, uma partícula não relativística sob a inﬂuência dos efeitos da
violação da simetria de Lorentz que originaram a fase geométrica quântica expressa em
(3.50) em sua função de onda [106]. Pretende-se discutir, o caso em que esta partícula
está conﬁnada em uma região do espaço sob a ação de um potencial do tipo parede rígida.
A ideia reside em investigar os efeitos quânticos associados com o análogo do efeito He-
McKellar-Wilkens [41, 42]. Deve-se observar que, das expressões (3.46) e (3.50), é possível
escrever
g ~Aeff = g~σ ×B = φHMW
φ0ρ
σ3ϕˆ, (3.51)
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com ϕˆ é o versor na direção azimutal em φ0 = 2pi. Desta forma, a equação de Schrödinger-
Pauli (3.45) torna-se
i
∂η
∂t
= − 1
2m
[
∂2
∂ρ2
+
1
ρ
∂
∂ρ
+
1
ρ2
∂2
∂ϕ2
+
∂2
∂z
]
η +
1
2m
iσ3
ρ2
∂η
∂ϕ
+
1
8mρ2
η
− i
m
φHMW
φ0 ρ2
∂η
∂ϕ
+
1
2m
(
φHMW
φ0ρ
)2
η − 1
2m
φHMW
φ0ρ2
η. (3.52)
Pode-se veriﬁcar que, os operadores pˆz = −i∂z e Jˆz = −i∂ϕ [85] comutam com o
hamiltoniano do lado direito da equação (3.52). Assim sendo, pode-se ver que, η é uma
autofunção de σ3 na equação (3.52), e, além disso, escrever que σ3ηs = ±ηs = sηs. A
solução da equação (3.52) pode ser escrita em termos dos autovalores dos operadores
acima como
ηs = e
−iEt ei(l+
1
2)ϕ eikz Rs (ρ) , (3.53)
com l = 0,±1,±2, . . . e k é uma constante. Substituindo a expressão (3.53) na equação
(3.52), obtem-se:
R′′s +
1
ρ
R′s −
τ 2
ρ2
Rs + β
2Rs = 0, (3.54)
com
τ = l +
1
2
(1− s) + s φHMW
φ0
;
(3.55)
β2 = 2mE − k2.
De agora em diante, será considerado k = 0 para que este sistema seja planar. É
importante ressaltar que, a equação radial (3.53) corresponde a equação diferencial de
Bessel [117]. A solução geral desta equação é Rs (ρ) = AJτ (βρ) + BNτ (βρ), com as
funções Jτ (βρ) e Nτ (βρ) como funções de Bessel de primeiro e segundo tipo. Diante
disso, pode-se supor que a função de onda da partícula seja contínua e perfeitamente
deﬁnida na origem, tendendo a zero em um raio ﬁxo ρ0. Uma vez que, a função Nτ (βρ)
diverge na origem, deve-se considerar B = 0, além disso, escrever a solução para a equação
(3.53) como Rs (ρ) = AJ|τ | (βρ), conforme a referência [118]. Portanto, assumindo que
βρ0  0, então, pode-se escrever [117, 118]
J|τ | (βρ0)→
√
2
piβρ0
cos
(
βρ0 − |τ | pi
2
− pi
4
)
. (3.56)
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Com isso, através das equações (3.55) e (3.56), além de impor que Rs (ρ0) = 0, obtem-se
que,
En, l, s ≈ 1
2mρ20
[
npi +
pi
2
∣∣∣∣l + 12 (1− s) + s φHMWφ0
∣∣∣∣+ 3pi4
]2
, (3.57)
com n = 0, 1, 2, . . . sendo os números quânticos associados com os modos radiais.
Assim, o espectro de energia dado pela equação (3.57), são os níveis de energia para
partículas neutras com spin 1/2, conﬁnadas sob um potencial do tipo parede dura [106].
Estas partículas são inﬂuenciadas por um cenário de violação de simetria de Lorentz no
setor de calibre CPT -par do modelo padrão estendido. Esta inﬂuência está presente na ex-
pressão (3.52). É importante ressaltar que os níveis de energia expressos em (3.57) são de-
pendentes do análogo da fase geométrica quântica de He-McKellar-Wilkens obtida na ex-
pressão (3.52) cuja periodicidade é φ0 = 2pi, isto é, En, l, s (φHMW + φ0) = En, l+1, s (φHMW).
3.4 Considerações ﬁnais
Neste capítulo foram apresentados a primeira parte dos nossos resultados originais ob-
tidos durante a realização deste doutorado [104, 105, 106]. É um capítulo exclusivamente
voltado para a obtenção de fases geométricas quânticas. Após uma descrição básica sobre
a origem e a evolução do estudo de fases geométricas quânticas na física, foi mostrado
como essas fases geométricas foram obtidas a partir da dinâmica de partículas em cená-
rios em que ocorre a violação de simetria de Lorentz. Para isto, foi necessário encontrar
o limite não relativístico da equação de Dirac que apresenta com o termo de acoplamento
não mínimo contendo o tensor (kF )µναβ. Foram obtidas fases geométricas para o setor de
paridade par e também para o setor de paridade ímpar deste tensor.
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Capítulo 4
Holonomias quânticas
Neste Capítulo, serão apresentados a última parte dos resultados originais desenvolvi-
dos durante a realização deste doutorado [104, 105, 106]. Especiﬁcamente ele se refere a
obtenção de holonomias quânticas a partir das fases geométricas quânticas. Como descrito
no Capítulo 3, foram obtidas fases geométricas quânticas para partículas considerando o
setor de paridade par e também para o setor de paridade ímpar do tensor (kF )µναβ. Neste
capítulo, será descrita a utilização destas fases geométricas para se construir holonomias
quânticas, o qual desempenham um papel relevante para computação quântica holonômica
desenvolvida por Zanardi e Rasetti [47].
4.1 Introdução
Desde meados da década de 90, o mundo tem assistido a expansão do uso da inter-
net para os mais diversos tipos de ﬁnalidade, inclusive para a realização de transações
bancárias. Os motivos desta expansão se devem a comodidade, agilidade e em especial a
segurança que estas transações adquiriram com a utilização do algoritmo de criptograﬁa
RSA [119]. Este algoritmo permitiu que estas operações pudessem ser realizadas com
êxito devido a sua forma de funcionamento, em que a chave de codiﬁcação é pública, per-
mitindo que qualquer pessoa codiﬁque mensagens, mas a chave de decodiﬁcação é privada.
De forma bastante resumida, é veriﬁcado que a chave de codiﬁcação é um número n resul-
tado do produto de dois números primos p e q, isto é, n = pq. A chave para decodiﬁcação
refere-se então em conhecer que são os número p e q. Decifrar a criptograﬁa RSA implica
na fatoração do número n. Atualmente, tem se usado n contendo algo em torno de 150
algarismos. Com os recursos computacionais de hoje, para se realizar a fatoração pelos
métodos matemáticos tradicionais, seriam necessários alguns milhares de anos [119].
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Em 1994, o matemático Peter Shor desenvolveu um algoritmo eﬁciente para fatorar
números primos [46]. Seu algoritmo diminui consideravelmente o tempo necessário para
a fatoração de números primos de tamanho qualquer. Esta vantagem, vem do fato deste
algoritmo requerer um número de passos em ordem polinomial, sendo necessário para
isso, a utilização de um computador quântico. A partir de então, surgiram diversas
formas de implementar-se a computação quântica, utilizando para isso, átomos [120], íons
[121] e até pontos quânticos [122]. Ainda não se conseguiu uma forma de se realizar um
computador quântico que possa manipular o qubits sem causar decoerência (que é a perda
de informação contida no qubit para o ambiente) nestes sistemas. A utilização de fases
geométricas neste aspecto é um dos ramos da computação quântica que é conhecida como
computação quântica holonômica [47, 49, 50, 51].
Nos últimos anos um grande número de trabalhos tem estudado holonomias sob o
ponto de vista clássico [123, 124, 125, 126, 127]. As transformações unitárias, denomi-
nadas transformações holônomas, medem a mudança na direção de um vetor ou espinor
quando estas quantidades matemáticas realizam um transporte paralelo entre dois pontos
distintos, seja através de caminhos diferentes ou ao redor de um caminho fechado. Pode-se
dizer que holonomia corresponde a uma matriz que representa o transporte paralelo entre
vetores, espinores, etc., em torno de uma trajetória fechada gerando informação sobre a
topologia ou curvatura de uma dada variedade [123, 124, 125, 126, 127].
Do ponto de vista quântico, o destaque para holonomias surgiu quando estas foram
interpretadas como fases geométricas por Barry Simon [90] em um trabalho realizado em
1983. Simon foi motivado a esta interpretação devido a inﬂuência do trabalho realizado
três anos antes por Michael Berry [89], que obteve a expressão exata para a função de onda
do efeito Aharonov-Bohm. Holonomias quânticas não-abelianas são uma generalização das
fases geométricas abelianas.
O estudo de holonomias tem despertado forte interesse na comunidade cientíﬁca uma
vez que estas grandezas podem ser utilizadas para construir portas lógicas quânticas para
manipular estados de qubits [51]. Estas portas lógicas são análogas quântico das portas
lógicas encontradas em microprocessadores atualmente. A computação quântica holonô-
mica foi proposta por Zanardi e Rasetti [47] e é baseada sobre evoluções cíclicas adiabáticas
com o objetivo de implementar portas quânticas [134] utilizando transformações unitárias
deﬁnidas como holonomias quânticas. A formalização matemática do uso da computação
quântica holonômica foi feita por Pachos e Zanardi em 2001 [49]. Experimentalmente,
dentre os vários sistemas adotados, pode-se destacar que já implementaram a computa-
ção quântica holonômica em sistemas ópticos [128], em sistemas de cavidades utilizando
átomos neutros [129] e em dispositivos com junções Josephson [130].
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4.2 Portas lógicas para qubits
Como já mencionado, uma das propostas originais desenvolvidas [104, 105, 106] e
descritas nesta tese, é utilizar as fases geométricas quânticas obtidas a partir de um
ambiente com violação de simetria de Lorentz, descritas no capítulo anterior, para compor
holonomias quânticas. Antes da descrição dos resultados, será feita agora uma revisão
simples sobre portas lógicas para manipular qubits. Optou-se por seguir a sequência
desenvolvida em [131] por ser a mais adequada para servir de suporte teórico ao trabalho
desenvolvido nesta tese e que será descrito nas próximas seções. O leitor interessado em
mais detalhes, pode buscar por exemplo, a referência [132].
4.2.1 Qubits - deﬁnição
A unidade fundamental da computação quântica é denominada qubit. É um elemento
análogo ao bit, que é como unidade fundamental para se processar informação de maneira
clássica. O bit clássico é tratado como um objeto matemático que deve possuir dois estados
distintos, como verdadeiro ou falso, sim ou não, ou simplesmente assumir os valores 0 ou
1. Seu análogo quântico, o qubit, é relacionado a um sistema de dois níveis. Do ponto
de vista físico, estes podem ser por exemplo a polarização de fótons ou estados eletrônicos
do átomo. Para construir um qubit, basta que se tome um sistema físico que possa ser
descrito pelos vetores de estados |0〉 e |1〉. Diz-se que um sistema quântico possui n qubits
se o vetor de estado é deﬁnido em um espaço de Hilbert de 2n dimensões, possuindo 2n
estados quânticos mutuamente ortogonais. Assim, os estados ortogonais de um qubit são
vetores da base {|0〉 , |1〉}, o que permite escrever o qubit como
|ψ〉 = a |0〉+ b |1〉 , (4.1)
no qual a e b são números complexos. Posto de outra forma, o estado de um qubit nada
mais é que um vetor que faz parte de um espaço vetorial complexo de duas dimensões, e
|0〉 e |1〉 são denominados base computacional ou estados lógicos.
Vetores pertencentes a base podem ser deﬁnidos a menos de uma fase global, que
não apresenta signiﬁcado físico. Os números complexos a e b obedecem à condição de
normalização,
|a|2 + |b|2 = 1. (4.2)
Assim, pode-se escolher a como real e positivo, b como complexo (exceto para o estado
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de base |ψ〉 = |ψ〉, onde a = 0 e b = 1 real) de forma que o estado genérico de um qubit
pode ser escrito como
|ψ〉 = cosθ
2
|0〉+ eiφsenθ
2
|1〉 , 0 ≤ θ ≤ pi, 0 ≤ φ ≤ pi. (4.3)
Da expressão (4.3), veriﬁca-se que, o qubit é parametrizado por variáveis contínuas a
e b (ou θ e φ). Tal parametrização, pode levar a se interpretar que estes objetos possam
conter uma quantidade de informação, mas baseado na mecânica quântica a medida de
um qubit (projetando-o na base {|0〉 , |1〉}) resulta em encontrarmos o estado 0 com pro-
babilidade |a|2 ou o estado 1 com probabilidade |b|2, o que remete ao qubit apenas um
bit de informação.
4.2.2 Esfera de Bloch
Uma representação útil de qubits, (4.3), é sobre a superfície de uma esfera, chamada
de esfera de Bloch, Figura (4.1).
Figura 4.1: Um qubit representado na esfera de Bloch.
Esta é uma representação geométrica de um qubit que permite visualizá-lo assim como
as transformações que são possíveis de serem realizadas no seu estado. Uma vez que a e
b satisfazem a condição de normalização (4.2), o estado do qubit pode ser representado
por um ponto em uma esfera de raio unitário, em que θ e φ deﬁnem este ponto.
Uma outra forma de visualizar a esfera de Bloch é pensa-la como um espaço de coor-
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denadas cartesianas em três dimensões, tal que o estado (4.1) possa ser escrito como
|ψ〉 =
 (1+z2 )1/2(
x+iy
2(1+z)
)1/2
 , (4.4)
com x = cosφsenθ, y = senφsenθ e z = cosθ. Portanto, as componentes (x, y, z) do vetor
de Bloch representam um ponto sobre a esfera de Bloch, devendo satisfazer a condição
x2 + y2 + z2 = 1.
4.2.3 Portas lógicas
Assim como na computação clássica, a computação quântica possui seu próprio con-
junto de portas universais que permitem aproximar a qualquer outra porta lógica para
se implementar qualquer computação complexa. Por portas lógicas quânticas entende-se
operações unitárias simples em qubits que preservam a condição de normalização (4.2),
podendo ser descritas por matrizes unitárias 2× 2. Considere uma matriz X,
X =
[
0 1
1 0
]
. (4.5)
Escrevendo o estado a |0〉 + b |1〉 na notação de matricial, pode-se então fazer a seguinte
operação
X
[
a
b
]
=
[
b
a
]
. (4.6)
Para que uma matriz possa representar uma porta lógica quântica, ela deve ser unitá-
ria. Ela deve satisfazer a única condição que deﬁne o que vem a ser uma matriz unitária
U , ou seja, que U †U = 1ˆ, no qual U † é a matriz adjunta de U e 1ˆ a matriz identidade
(ambas 2× 2). Assim sendo, qualquer matriz unitária determina uma porta lógica quân-
tica válida e deste fato segue que existem inﬁnitas matrizes 2× 2, isto é, inﬁnitas portas
para um qubit.
Baseado neste fato, as matrizes de Pauli são exemplos de portas lógicas quânticas de
um qubit representadas por
X ≡ σx =
[
0 1
1 0
]
, Y ≡ σy =
[
0 −i
i 0
]
, Z ≡ σz =
[
1 0
0 −1
]
. (4.7)
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A porta X é conhecida como porta NOT. Outras portas de um qubit são as de Hadamard,
Fase S e a porta T , também conhecida como porta pi/8. Em notação matricial, estas
portas são
H =
1√
2
[
1 1
1 −1
]
, S =
[
1 0
0 eiϕ
]
, T =
[
1 0
0 eipi/4
]
. (4.8)
Portas lógicas quânticas movem o estado do qubit, |ψ〉, de um ponto a outro sobre a
esfera de Bloch. As rotações são feitas em torno dos eixos x, y e z na esfera de Bloch.
Uma rotação na direção do vetor unitário nˆ = (nx, ny, nz) é dada pelo operador unitário
Rn representado por
Rn = e−i θ2 nˆ·~σ = cosθ
2
1ˆ− i(nxσx + nyσy + nzσz)sinθ
2
. (4.9)
Na expressão (4.9) 1ˆ representa a matriz identidade 2×2, além disso, é utilizado a deﬁnição
matemática da função exponencial de uma matriz, eA =
∑∞
k=0
Ak
k!
na última igualdade.
É possível decompor qualquer transformação unitária sobre um qubit em rotações
sobre o eixo z e sobre o eixo y, a menos de um fator de fase global α. Este importante
resultado está enunciado em um teorema de grande utilidade na computação quântica:
Teorema 4.2.1 Seja U uma transformação unitária sobre um qubit simples. Então exis-
tem números reais α, β, γ e δ tais que
U = eiαRz(β)Ry(γ)Rz(δ) (4.10)
A demonstração deste teorema será omitida. O leitor interessado pode encontrá-la em
[132].
Outra porta lógica quântica importante é a não-controlada, CNOT. Esta porta é um
exemplo de porta no espaço de dois qubits. Sua deﬁnição é na base computacional com
|x〉 |y〉 → |x〉 |x⊕ y〉, onde o símbolo ⊕ representa soma módulo dois, isto é, 1 ⊕ 1 = 0,
0⊕ 0 = 0, 1⊕ 0 = 1 e 0⊕ 1 = 1, [133]. Este resultado pode ser escrito na forma matricial,
isto é,
UCNOT =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
 , (4.11)
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É importante destacar que esta porta lógica ﬁcará apta quando o primeiro qubit, chamado
qubit de controle, estiver no estado lógico |1〉, permitindo a mudança do estado lógico do
segundo qubit, o chamado alvo.
Pode-se construir um conjunto de portas quânticas para um ou dois qubits as quais
nos possibilitem fazer qualquer rotação de um qubit na esfera de Bloch. Tal conjunto de
portas lógicas são chamados de cojunto de portas universais. Em computação quântica
o conceito de universalidade está relacionado a uma operação unitária qualquer (rota-
ção na esfera de Bloch) que pode ser construída com precisão arbitrária através de um
circuito quântico envolvendo somente aquelas portas. Por circuito quântico, entende-se
uma sequência de portas lógicas quânticas atuando sobre vários qubits. O conjunto de
portas (Hadamard, Fase, porta T e CNOT) constituiem um conjunto universal de portas
lógicas quânticas. Após o processamento dos qubits a leitura destes é realizada por meio
de medidas projetivas ou generalizadas.
4.3 Computação quântica holonômica não abeliana
A computação quântica holonômica para fases geométricas não abelianas é deﬁnida
no autoespaço expandido a autovetores de uma família de operadores Hamiltonianos [49]
F = {H(λ) = U(λ)H0U †(λ);λ ∈M}, (4.12)
no qual U(λ) é um operador unitário, que pertence ao grupo SU(D). λ corresponde ao
parâmetro de controle que pode ser mudado adiabaticamente ao longo de um caminho
fechado, deﬁnido em uma variedade de controleM. Esta variedade é considerada como um
espaço de parâmetros de dimensãoD, podendo ser descrita comoM = {λµ, µ = 1, . . . , D}.
Através da deﬁnição da variedadeM, veriﬁca-se que o hamiltoniano H(λ) possui também
dimensão D [49].
A ação do operador unitário U(λ) sobre um estado inicial |ψ0〉, levando-o a um estado
ﬁnal |ψ〉 = U(λ) |ψ0〉, dá origem a uma porta quântica [134]. A expressão geral da ação
deste operador unitário é dada por
|ψ〉 = U(λ) |ψ0〉 = e−i
∫ t
0 E(t
′)dt′ΓA(λ) |ψ0〉 , (4.13)
com e−i
∫ t
0 E(t
′)dt′ e ΓA(λ). O primeiro corresponde a fase dinâmica e o segundo correponde
a holonomia, respectivamente.
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Pode-se considerar que, o estado fundamental de H0 4.12), consiste de um subespaço
degenerado n-dimensional, H0 = {|ψα〉 , α = 1, . . . , n} com energia E0 e uma energia de
gap ∆E que separa este subespaço dos estados excitados. Baseado na referência [30],
a fase dinâmica pode ser omitida pela redeﬁnição dos níveis de energia (por exemplo,
considerando E(0) = 0), o que permite estudar o aparecimento de fases geométricas
em qualquer evolução cíclica em sistemas quânticos Esta escolha permite omitir o termo
referente a fase dinâmica, e−i
∫ t
0 E(t
′)dt′ , presente na expressão (4.13), que torna-se
|ψ〉 = U(λ) |ψ0〉 = ΓA(λ) |ψ0〉 (4.14)
O objetivo agora será apresentar uma expressão para ΓA(λ). Considere um sistema físico
em um certo autoestado de H0. Se a mudança do parâmetro de controle físico λ é feita
lentamente no tempo quando comparado com a escala de energia de gap ∆E, então a
evolução é dita adiabática. Isto feito, garante que os estados acessíveis ao sistema estão
restritos a estados que compõem H0. A expansão de um caminho fechado C no espaço de
parâmetros M resulta em uma evolução governada por um elemento do grupo unitário
n-dimensional U(n), [48]. Temos então que C : [0, T ] →M tal que C(0) = C(T ) em que
T é o período de evolução. Esta evolução atua em um algum estado inicial da seguinte
forma
|ψ(C)〉 = ΓA(C) |ψ(0)〉 , (4.15)
no qual |ψ(0)〉 e |ψ(C)〉 ambos pertencem a H0. O passo seguinte para se obter uma
expressão para ΓA(C), será considerar o operador evolução com a forma [49]
U(0, T ) = T exp
(
−i
∫ T
0
H(λ)dt
)
, (4.16)
no qual H(λ) é um hamiltoniano membro da família F deﬁnida na expressão (4.12) e T
representa o operador ordenamento temporal.
Pode-se dividir o intervalo temporal de uma evolução cíclica, [0, T ], em N seguimentos
iguais ∆t e deﬁnir Ui = U(λ(ti)) para i = 1, . . . , N . Com isso, o operador evolução na
expressão (4.16) assume forma
U(0, T ) = Te−i
∫ T
0 U(λ)H0U†(λ)dt = T lim
N→∞
e−i
∑N
i=1 UiH0U†i ∆t
(4.17)
= T lim
N→∞
N∏
i=1
Uie−iH0∆tU †i .
Como ∆t torna-se muito pequeno quando tem-se limite de N → ∞, ﬁca garantida a
terceira igualdade em (4.17) [49]. Isto signiﬁca que, o produto U †i Ui+1 de duas unitárias
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sucessivas dá origem a uma rotação inﬁnitesimal da forma
U †i Ui+1 ≈ 1ˆ +Ai ·∆λi, (4.18)
com
(Ai)µ = U †i
∆Ui
∆(λi)µ
. (4.19)
Na expressão (4.19), a conexão A possui no tempo ti componentes (Ai)µ com µ = 1, . . . , d
[49] . Assim, o operador evolução U(0, T ) pode ser escrito como
U(0, T ) = T lim
N→∞
UN
(
1ˆ− iH0N ·∆t+
N−1∑
i=1
Ai ·∆λi
)
U †1 . (4.20)
Na expressão (4.20) as transformações inicial U1 e ﬁnal UN são idênticas para um caminho
fechado quando correspondem ao mesmo ponto do parâmetro de controme M. Com
uma reparametrização, estas transformações podem ser consideradas a transformação
identidade [49], isto é, U1 = UN = 1ˆ. Agora torna-se possível considerar a ação do operador
U(0, T ) sobre um estado inicial |ψ(0)〉 que pertence a H0. Se a condição de adiabaticidade
da evolução é mantida, então em cada instante de tempo ti o estado |ψ(ti)〉, permanecerá
em H0. Como este autoespaço é caracterizado pelo autovalor E0 = 0, o termo associado
a H0 na expressão (4.20) pode ser omitido, assim,
U(0, T ) = T lim
N→∞
(
1ˆ +
N−1∑
i=1
Ai ·∆λi
)
= P exp
∮
C
A(λ) · dλ, (4.21)
ou seja,
ΓA(C) = P exp
∮
C
A(λ) · dλ. (4.22)
Pela expressão (4.22) veriﬁca-se que, ΓA(C) ∈ U(n). Além disso, a conexão é deﬁnida por
A = Π(λ)A(λ)Π(λ), o qual Π(λ) representa o projetor sobre H0 devido a condição de
adiabaticidade [49]. A conexão é equivalente a
Aαβ =
〈
ψα(λ)|∂/∂λ|ψβ(λ)〉 . (4.23)
Ainda sobre a expressão (4.22), é importante notar que o operador ordenamento tem-
poral T foi substituido pelo operador ordenamento de caminho P. Esta substituição torna
claro como a holonomia aparece do operador evolução através da imposição da condição
de adiabaticidade para uma evolução fechada [49]. De acordo com a referência [47], ΓA(λ)
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é uma fase geométrica não abeliana, uma vez que a dimensão de H0 é maior que um, isto
é, dimH0 ≥ 1. Contudo, se dimH0 = 1 esta fase geométrica torna-se abeliana e idêntica
a fase de Berry. O termo A(λ) é uma conexão 1-forma denominada conexão 1-forma de
Mead-Berry [33] e é também chamado de potencial de calibre. A descrição feita acima,
é útil, principalmente por apresentar o papel do potencial de calibre nas holonomias,
especialmente as não-abelianas.
No contexto atual da computação quântica holonômica, a utilização da aproximação
adiabática nas metodologias utilizadas para se obter as holonomias, ainda é o procedi-
mento mais usado [48]. Isto mantém a concordância com a proposta original para com-
putação quântica holonômica feita por Zanardi e Rasetti [47]. Para o desenvolvimento
deste trabalho de doutorado, optou-se por seguir na contramão deste processo. Em 1987,
Aharonov e Anandan publicaram um trabalho [30] em que mostram a possibilidade de se
obter ΓA para uma evolução cíclica sem utilizar a aproximação adiabática. Baseado nesta
possibilidade de obter fases quânticas geométricas sem utilizar a aproximação adiabática,
como mostrado em [30], portas quânticas de um qubit associados com defeitos topológicos
[135, 136] tem sido estudadas para partículas neutras [137] e no cenário em que existe a
violação da simetria de Lorentz [138]. No caso de portas quânticas associadas a defeitos
topológicos para partículas neutras, o leitor interessado pode encontrar boas referências
em [131]. Outros estudos que consideraram fases geométricas quânticas para evolução não
adiabáticas, propondo novos modelos para implementar a computação quântica podem
ser encontrados nas referências [52, 53, 54, 55].
Nas próximas seções, serão apresentados parte dos resultados originais desenvolvidos
durante a realização deste doutorado, no contexto das holonomias quânticas [104, 105,
106]. Com a utilização das fases geométricas quânticas do tipo Aharonov-Anandan des-
critas no capítulo anterior, foram obtidas holonomias quânticas. Estas grandezas são
essenciais para a realização de computação quântica holonômica/geométrica [47, 49, 50,
51, 52, 53, 54, 55]. Será mostrado que, as holonomias obtidas dependem dos valores asso-
ciados aos parâmetros que violam a simetria de Lorentz, por exemplo, o resultado obtido
na equação (3.22). Desta forma, admitindo a possibilidade de se detectar os efeitos da
violação da simetria de Lorentz, os parâmetros de controle λ serão então deﬁnidos através
dos termos relacionados a violação da simetria de Lorentz. O que, neste caso, podem ser
conhecidos ou mesmo determinados previamente.
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4.4 Holonomias quânticas em um cenário de violação
da simetria de Lorentz induzido pelo setor de pari-
dade par do tensor (kF )µναβ
Para a obtenção das holonomias, é útil, primeiramente, deﬁnir os estados lógicos ou
estados da base computacional. Optou-se por considerar a base representando o spin de
uma partícula neutra, ou seja,
|0L〉 = |↑〉 ; |1L〉 = |↓〉 , (4.24)
com |↑〉 e |↓〉 correspondendo ao spin up e spin down, respectivamente, O spin da partícula
sendo polarizado inicialmente sobre o eixo-z. Esta escolha, é justiﬁcada pelo acoplamento
entre a partícula e o campo de fundo presente no ambiente com a violação da simetria de
Lorentz. É importante mencionar alguns outros trabalhos que também consideraram uma
base lógica deﬁnida através do spin de uma partícula neutra. Pode-se citar, por exemplo,
a referência [139], no qual foi escolhida base semelhante devido ao acoplamento do spin de
um elétron com um defeito do tipo torção em um sólido cristalino. Ou a referência [140],
que optou por uma base deste tipo motivado por um acoplamento do tipo spin-órbita.
4.4.1 Conﬁguração de campo: ~E = E1~ρ
Na subseção (3.1.1), descreveu-se o surgimento de fases geométricas quânticas na fun-
ção de onda de uma partícula não relativística, no contexto da violação de simetria de
Lorentz. Considerou-se uma conﬁguração de campo de fundo deﬁnido por um campo elé-
trico radial produzido por uma distribuição linear de cargas elétricas sobre o eixo-z. Com
isto, mostrou-se como foi obtida um análogo da fase quântica de Anandan, através da ex-
pressão (3.19). Através das expressões (4.15) e (4.22), pode-se veriﬁcar que, o transporte
paralelo de espinores, deﬁnidos pela equação (4.24), ao redor de um caminho fechado, é
gerado por uma holonomia quântica associada a fase geométrica (3.19). A holonomia terá
então a forma
U(ζ1, ζ3) = exp(−iζ3σ3 + iζ1σ1). (4.25)
Uma vez que, a transformação holônoma (4.25) possui a soma de duas matrizes que não
comutam dentro do argumento da função exponencial, com isto, veriﬁca-se que eA+B 6=
eAeB. Assim, para simpliﬁcar o operador unitário (4.25) agindo sobre os estados lógicos
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(4.24), será utilizado a fórmula Zassenhaus
eA+B = eAeBe−
1
2
[A,B] . . . , (4.26)
no qual A e B são matrizes. Com isto, pode-se reescrever a equação (4.25) na forma
[137, 138]
U(ζ1, ζ3) ≈ e−iζ3σ3eiζ1σ1e−iζ3ζ1σ2 , (4.27)
com os parâmetros ζ1 = 2piλg(κDE)31 e ζ3 = 2piλg(κDE)11. É importante ressaltar que,
foram descartados os termos O(ζ21 , ζ3) e O(ζ23 , ζ1), além dos termos de ordem superior, por
serem termos muito pequenos. Utilizando a deﬁnição matemática da função exponencial
de uma matriz, isto é,
expA =
∞∑
i=0
An
n!
, (4.28)
pode-se reescrever a expressão (4.27) da seguinte forma
U(ζ1, ζ3) ≈ q0I + iq1σ1 − iq2σ2 + iq3σ3. (4.29)
Na expressão (4.29), veriﬁca-se que, os parâmetros qk são deﬁnidos como
q0 = cos ζ3 cos ζ1 cos ζ1ζ3 + sin ζ1 sin ζ3 sin ζ1ζ3,
q1 = cos ζ3 sin ζ1 cos ζ1ζ3 + sin ζ3 cos ζ1 sin ζ1ζ3,
q2 = cos ζ3 cos ζ1 sin ζ1ζ3 − sin ζ3 sin ζ1 cos ζ1ζ3,
q3 = cos ζ3 sin ζ1 sin ζ1ζ3 − sin ζ3 cos ζ1 cos ζ1ζ3. (4.30)
Assim, o último passo para deﬁnir a holonomia quântica induzida pelo setor de
paridade par do tensor (kF )µναβ (4.29), como válida na computação quântica holonô-
mica/geométrica estabelecida em [47, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55], é considerar os parâmetros
ζ3 = 2piλg(κDE)11 e ζ1 = 2piλg(κDE)31 como parâmetros de controle. Tal consideração é
válida, uma vez que, pode-se conhecer ou determinar os valores dos produtos λg(κDE)11 e
λg(κDE)31 previamente. Este conhecimento prévio, se baseia nos valores da incerteza em
medidas das fases geométricas. Assim, com esses valores, juntamente com valores típi-
cos de parâmetros envolvidos na medidas das fases, permite que se estime os valores dos
parâmetros associados a violação de simetria de Lorentz. Processo semelhante a este foi
descrito no Capítulo 3, para se obter as expressões (3.22) e (3.26). A aplicação das trans-
formações unitárias deﬁnidas pelas equações (4.29) e (4.30) aos estados lógicos (4.24),
equivale a fazer uma rotação destes estados. Aplicando a transformação holonômica
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(4.29) sobre os estados lógicos (4.24) várias vezes, é possível realizar um conjunto de por-
tas quânticas de um qubit e implementar a computação quântica holonômica/geométrica
[47, 50, 51, 52, 53, 54, 55], em um cenário com violação de simetria de Lorentz.
4.4.2 Conﬁguração de campo: ~B = B0zˆ
Na seção (3.1.2), descreveu-se o surgimento de fases geométricas quânticas na função
de onda de uma partícula não relativística, devido a violação de simetria de Lorentz.
Tal violação, foi deﬁnida pelo setor de paridade par do tensor (kF )µναβ. Como descrito,
considerando a presença de um campo magnético de fundo com a conﬁguração ~B = B0zˆ,
obteve-se um análogo a fase geométrica de Anandan dado pela expressão (3.24). Para esta
fase, pode-se realizar uma analogia com a computação quântica holonômica/geométrica
deﬁnida em [47, 50, 51, 52, 53, 54, 55]. Considerando os estados lógicos deﬁnidos em
(4.24), pode-se deﬁnir a holonomia associada com a fase quântica de Anandan (3.24) em
uma evolução por um caminho fechado por
U(b1, b2, b3) = exp(−ib3σ3 − ib2σ2 − ib1σ1). (4.31)
Com isso, seguindos os passos a partir da equação (4.25) até a equação (4.30), pode-se
reescrever a expressão (4.31) na forma [137, 138]
U(b1, b2, b3) ≈ β0I − iβ1σ1 − iβ2σ2 − iβ3σ3. (4.32)
Na expressão (4.32), veriﬁca-se que, os parâmetros βk presentes na equação (4.32), são
deﬁnidos como
β0 = cos b3 cos b2 cos b1 − sin b3 sin b2 sin b1,
β1 = cos b3 sin b1 cos b2 − sin b3 cos b1 sin b2,
β2 = cos b3 cos b1 sin b2 + sin b3 sin b1 cos b2,
β3 = cos b3 sin b1 sin b2 + sin b3 cos b1 cos b2. (4.33)
Portanto, os parâmetros b1, b2 e b3 podem ser considerados como parâmetros de con-
trole no sentido de que pode-se conhecer ou determinar previamente, os valores dos pro-
dutos B0τg(κHB)33, B0τg(κHB)13 e B0τg(κHB)23. Assim, aplicando as transformações
unitárias deﬁnidas pelas equações (4.32) e (4.33), nos estados lógicos (4.24), permite re-
alizar uma rotação destes estados, através de uma escolha apropriada dos parâmetos b1,
b2 e b3.
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4.5 Holonomias quânticas em um cenário de violação
da simetria de Lorentz induzido pelo setor de pari-
dade ímpar do tensor (kF )µναβ
4.5.1 Conﬁguração de Campo: ~E = E0zˆ
Na subseção (3.2.1), descreveu-se o surgimento de fases geométricas quânticas na fun-
ção de onda de uma partícula não relativística, no contexto da violação de simetria de
Lorentz. Considerou-se uma conﬁguração de campo de fundo deﬁnido por um campo
elétrico constante, ao longo do eixo-z. Com isso, mostrou-se como foi obtido um análogo
a fase geométrica de Anandan dado pela expressão (3.39). Nesta subseção, será descrito a
construção de holonomias quânticas a partir da expressão (3.39). Atualmente, o interesse
em estudar holonomias em sistemas quânticos está diretamente relacionado a computação
quântica holonômica/geométrica [47, 50, 51, 52, 53, 54, 55]. Portanto, a partir da fase
geométrica (3.39), pode-se deﬁnir a holonomia associada com ela em uma evolução através
de um caminho fechado:
U(b1, b2, b3) = exp(−ib3σ3 − ib2σ2 − ib1σ1), (4.34)
com b1 = g(κHE)13E0τ , b2 = g(κHE)23E0τ e b3 = g(κHE)33E0τ . Deve-se destacar que, a
transformação holônoma (4.34) apresenta a soma de duas matrizes que não comutam no
argumento da função exponencial. Deste fato, veriﬁca-se que eA+B 6= eAeB. Portanto,
torna-se útil utilizar a fórmula Zassenhaus (4.26), o que permite reescrever a expressão
(4.34) na forma
U(b1, b2, b3) ≈ e−ib3σ3e−ib2σ2e−ib1σ1 . (4.35)
Deve-se ressaltar que, na expressão (4.35) foram descartados os termos de ordem O(bibk) e
superior. Assim, utilizando a deﬁnição matemática da função exponencial de uma matriz
(4.28), permite que a expressão (4.35) possa ser simpliﬁca, de modo que a holonomia
quântica passa a ter a forma
U(b1, b2, b3) ≈ β0I − iβ1σ1 − iβ2σ2 − iβ3σ3. (4.36)
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Pode-se veriﬁcar que, os parâmetros βk presentes na equação (4.29), são deﬁnidos como
β0 = cos b3 cos b2 cos b1 − sin b3 sin b2 sin b1;
β1 = cos b3 sin b1 cos b2 − sin b3 cos b1 sin b2;
β2 = cos b3 cos b1 sin b2 + sin b3 sin b1 cos b2;
β3 = cos b3 sin b1 sin b2 + sin b3 cos b1 cos b2. (4.37)
Admitindo a possibilidade de se detectar efeitos oriundos da violação da simetria de
Lorentz, as holonomais quânticas obtidas em (4.36) permitem que se faça uma analogia
como a computação quântica holnômica/geométrica deﬁnida em [51, 52, 53, 54, 55]. Esta
analogia, é feita deﬁnindo como parâmetros de controle os termos relacionados a violação
de simetria de Lorentz. Esta escolha se justiﬁca, uma vez que, pode-se conhecer ou deter-
minar previamente estes parâmetros, e, não sendo necessário que estes parâmetros sejam
variados de maneira muito lenta [138]. Assim, os produtos que deﬁnem os parâmetros b1,
b2 e b3 podem ser determinados pelo conhecimento dos valores de g(κHE)13, g(κHE)23 e
g(κHE)33. Atuando a transofrmação unitária (4.36) sobre os estados lógicos representados
em (4.24), veriﬁca-se a possibilidade de realizar rotações sobre esses estados através de
uma escolha apropriada dos parâmetros b1, b2 e b3.
4.5.2 Conﬁguração de Campo: ~B = B1ρˆ
Na subseção (3.2.2), descreveu-se o surgimento de fases geométricas quânticas na fun-
ção de onda de uma partícula não relativística devido a violação de simetria de Lorentz.
Considerou-se uma conﬁguração de campo de fundo deﬁnido por um campo magnético
de direção radial. Com isso, mostrou-se como foi obtido o análogo a fase geométrica de
Anandan dado pela expressão (3.49). Deve ser mencionado que, esta fase geométrica foi
obtida sem aplicar a aproximação adiabática, o qual concorda com a abordagem feita em
[30]. Nesta subseção, ainda admite-se a possiblidade de se detectar os efeitos advindos da
violação de simetria de Lorentz. Isto permite que se faça uma analogia com a computação
quântica geométrica deﬁnida em [51, 52, 53, 54, 55]. Assim, será descrito a construção
de holonomias quânticas a partir da expressão (3.49). É importante mencionar que, os
estados lógicos deﬁnidos em (4.24) continuam válidos. Com isso, o transporte paralelo
de espinores dado pela expressão (4.24) sobre um caminho fechado, se dará através de
uma holonomia quântica, associada a fase geométrica de Anandan (3.49). Com isso, a
expressão para esta holonomia tem a forma
U (ζ1, ζ3) = exp
(−iζ3 σ3 + iζ1 σ1) , (4.38)
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no qual foram deﬁnidos os parâmetros
ζ1 = 2piλm g (κDB)31 ; ζ3 = 2piλm g (κDB)11 . (4.39)
A transformação holônoma (4.38) apresenta no argumento da função exponencial, a
soma de matrizes que não comutam. Deste fato, veriﬁca-se que, eA+B 6= eA eB. Torna-
se útil simpliﬁcar esta expressão, o qual pode ser feito com a utilização da fórmula de
Zassenhaus (4.26). Assim sendo, chega-se a
U (ζ1, ζ3) ≈ e−iζ3 σ3 eiζ1 σ1 e−iζ3ζ1σ2 . (4.40)
Na expressão (4.40) foram negligenciados os termos de ordem O (ζ21 ζ3), O (ζ23 ζ1) e supe-
rior, uma vez que são termos muito pequenos. Pretende-se, agora, obter uma expressão
mais adequada para a transformação holônoma (4.40), o qual permita a atuação sobre os
estados deﬁnidos em (4.24). Assim, torna-se útil usar a deﬁnição matemática para função
exponencial de uma matriz (4.28). Deste modo pode-se reescrever (4.40) como
U (ζ1, ζ3) ≈ ω0 I + i ω1 σ1 − i ω2 σ2 + i ω3 σ3. (4.41)
com os parâmetros ωk deﬁnidos como
ω0 = cos ζ3 cos ζ1 cos ζ1ζ3 + sin ζ1 sin ζ3 sin ζ1ζ3;
ω1 = cos ζ3 sin ζ1 cos ζ1ζ3 + sin ζ3 cos ζ1 sin ζ1ζ3;
(4.42)
ω2 = cos ζ3 cos ζ1 sin ζ1ζ3 − sin ζ3 sin ζ1 cos ζ1ζ3;
ω3 = cos ζ3 sin ζ1 sin ζ1ζ3 − sin ζ3 cos ζ1 cos ζ1ζ3.
Para uma completa analogia com a computação quântica holonomica/geométria deﬁ-
nida em [47, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55], deve-se considerar ζ1 e ζ3 deﬁnidos em (4.39) como
parâmetros de controle. Isto é possível uma vez que, pode-se conhecer ou determinar
previamente os valores para g (κDB)11 e g (κDB)31. Como mencionado anteriormente, este
conhecimento prévio, se baseia nos valores da incerteza nas medidas das fases geométricas.
Assim, com esses valores, juntamente com valores típicos de parâmetros envolvidos nas
medidas das fases, permite que se estime os valores associados a violação de simetria de
Lorentz. Aplicando-se várias vezes a transformação unitária deﬁnida em (4.41) sobre os
estados (4.24), torna-se possível realizar um conjunto de portas quânticas de um qubit e
implementar a computação quântica holonomica/geométrica [47, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55],
em um cenário de violação de simetria de Lorentz.
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4.6 Considerações ﬁnais
Neste capítulo, apresentou-se a segunda parte dos nossos resultados originais obtidos
durante a realização deste doutorado. É um capítulo exclusivamente voltado para a
obtenção de holonomias quânticas. A originalidade do trabalho está no fato de que estas
holonomias foram obtidas a partir das fases geométricas quânticas advindas de um cenário
em que ocorre a violação da simetria de Lorentz.
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Capítulo 5
Conclusões e perspectivas futuras
Nesta tese, foi apresentada uma nova proposta para o estudo da violação de simetria de
Lorentz. Esta nova proposta teve como problema central, a obtenção de fases geométricas
na função de onda de partículas neutras para um cenário com violação de simetria de
Lorentz. Como foi apresentado, considerando a evolução dinâmica de partículas neutras
com momento de dipolo magnético permanente, foram obtidos casos análogos para as
fases geométrica quânticas de Anandan, para efeito Aharonov-Casher, para efeito He-
McKellar-Wilkens e para Aharonov-Bohm escalar. Estes casos análogos foram obtidos
considerando diversos cenários envolvendo a violação de simetria de Lorentz induzidos
pelos setores de paridade par e ímpar do campo tensorial (kF )µναβ. Deve-se destacar que,
as fases geométricas obtidas são fases geométricas não dispersivas, ou seja, independem
da velocidade de propagação das partículas. Além disso, estas fases geométricas são de
características não-abelianas. Esta característica tem origem no cenário de violação de
simetria de Lorentz deﬁnido pelos setores de paridade par e paridade ímpar do campo
tensorial (kF )µναβ. Foram obtidos também, valores que limitam os parâmetros associados
a violação de simetria para estes casos análogos. Outra contribuição desta tese refere-se
a obtenção de holonomias quânticas a partir das fases geométricas de Anandan. Estas
holonomias obtidas contém termos associados a violação da simetria de Lorentz. Como foi
mostrado, holonomias quânticas são componentes manipulam qubits, sendo importantes
para se realizar a computação quântica holonômica/geométrica.
A detecção de efeitos ligados a violação de simetria de Lorentz através das fases geo-
métricas é difícil, uma vez que o deslocamento de fase gerado pela presença do campo de
fundo é muito pequena, como mostrado nas expressões (3.22) e (3.26). Esta diﬁculdade
de se detectar as fases geométricas induzidas pelos efeitos de quebra de simetria de Lo-
rentz no laboratório com a presente tecnologia não nos permite propor um modelo real
para se implementar a computação quântica holonômica. Contudo, holonomias quânticas
e fases geométricas não abelianas não foram ainda amplamente exploradas no contexto
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da violação de simetria de Lorentz e abrem novas possibilidades de estudo de seus efeitos
para se estabelecer novos valores para os limites superiores para os termos que violam a
simetria de Lorentz. Portanto, a viabilidade de utilizar holonomias quânticas induzidas
por efeitos de quebra de violação de simetria de Lorentz se baseia em assumir a possibili-
dade de detectar estes efeitos, onde uma superposição de estados lógicos ou uma mudança
entre estes estados lógicos pode ser produzida aplicando a holonomia quântica. Assim,
exceto pela não conﬁrmação experimental dos efeitos de violação de simetria, nossa pro-
posta inclui novos cenários para se investigar os efeitos desta violação em sistemas de
baixa energia. Como proposta futura imediata, pretendemos investigar o surgimento de
fases geométricas no contexto da violação de simetria de Lorentz inspirados no setor de
radiação CPT -par, agora para partículas que evoluem em um espaço com a presença de
curvatura.
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Apêndice A
A transformação de Foldy-Wouthuysen
Considere a equação de Dirac escrita na forma
i~
∂ψ
∂t
= Hˆψ, (A.1)
pode-se considerar o operador unitário U = eiSˆ de forma que ψ′ = eiSˆψ. Então,
i
∂ψ′
∂t
=
[
eiSˆHˆe−iSˆ − ieiSˆ ∂
∂t
e−iSˆ
]
ψ′ = Hˆ ′ψ′. (A.2)
Pode-se expandir a equação (A.2) em série de Baker-Campbell-Hausdorﬀ [116], que é uma
expressão geral para operadores da forma eiSˆAˆe−iSˆ que pode ser escrita em termos de
comutadores. Um fato que deve ser considerado aqui, é que, no limite de baixas energias,
a energia de repouso m deverá ser dominante na composição dos termos referentes a
energia cinética. Assim, uma expansão em 1/m para a hamiltoniana (A.2) é útil, uma
vez que a medida que as potências de 1/m aumentam a contribuição em cada termo da
expansão deixa-os pequenos. Expandindo em série até a ordem quarta ordem temos
Hˆ ′ = Hˆ + i[Sˆ, Hˆ]− 1
2
[Sˆ, [Sˆ, Hˆ]]− i
6
[Sˆ, [Sˆ, [Sˆ, Hˆ]]] +
+
1
24
[Sˆ, [Sˆ, [Sˆ, [Sˆ, Hˆ]]]]− i ˙ˆS − i
2
[Sˆ,
˙ˆ
S] +
1
6
[Sˆ, [Sˆ,
˙ˆ
S]]. (A.3)
O operador Sˆ pode ser deﬁnido sem a presença de dependência temporal explícita como
Sˆ = − i
2m
βˆOˆ. (A.4)
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Substituindo o operador Sˆ (A.4) na expressão (A.3) encontramos a expressão para o
operador Hˆ ′ como
Hˆ ′ = mβˆ +
(
Eˆ + 1
2m
βˆOˆ2 − 1
8m3
βˆOˆ4 − 1
8m2
[Oˆ, [Oˆ, Eˆ ]]− i
8m2
[Oˆ, ˙ˆO]
)
+
+
(
1
2m
βˆ[Oˆ, Eˆ ]− 1
48m3
βˆ[Oˆ, [Oˆ, [Oˆ, Eˆ ]]]− 1
3m2
Oˆ3 + i
2m
βˆ
˙ˆO − 1
48m3
βˆ[Oˆ, [Oˆ, ˙ˆO]]
)
,(A.5)
que pode ser reesrito de forma compacta como
Hˆ ′ = mβˆ + Eˆ ′ + Oˆ′, (A.6)
sendo o operador par dado por
Eˆ ′ = Eˆ + 1
2m
βˆOˆ2 − 1
8m3
βˆOˆ4 − 1
8m2
[Oˆ, [Oˆ, Eˆ ]]− i
8m2
[Oˆ, ˙ˆO], (A.7)
e o operador ímpar por
Oˆ′ = 1
2m
βˆ[Oˆ, Eˆ ]− 1
3m2
Oˆ3 + i
2m
βˆ
˙ˆO (A.8)
até a ordem 1/m.
É conveniente lembrar que para obtermos a expressão (A.5), nos valemos das relações
entre os operadores
[Eˆ , βˆ] = Eˆ βˆ − βˆEˆ = 0;
{Oˆ, βˆ} = Oˆβˆ + βˆOˆ = 0. (A.9)
Na busca por obter uma expressão para o hamiltoniano em baixas energias, o processo
é repetido novamente para um novo operador Sˆ ′ que é agora deﬁnido como,
Sˆ ′ = − i
2m
βˆOˆ′ (A.10)
para o qual Oˆ′ é deﬁnido em (A.8). Para encontrarmos o operador Hˆ ′′, é necessário
substituir o operador Sˆ ′ deﬁnido em (A.10) na expressão (A.3). Analisando as relações
envolvendo os comutadores entre Sˆ ′ e Hˆ ′, observa-se que na expansão para Hˆ ′′ os opera-
dores envolvendo mais de um comutador podem ser desprezados, de modo que a expressão
para Hˆ ′′ é resumida para
Hˆ ′′ = Hˆ ′ + i[Sˆ ′, Hˆ ′]− ˙ˆS ′. (A.11)
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O comutador da expressão (A.11) será
[Sˆ ′, Hˆ ′] = − i
2m
βˆ[Oˆ′, Eˆ ′] + iOˆ′,
que aplicado na equação (A.11), resulta em
Hˆ ′′ = mβˆ + Eˆ ′ +
(
i
2m
βˆ
˙ˆO′ + 1
2m
βˆ[Oˆ′, Eˆ ′]
)
(A.12)
ou
Hˆ ′′ = mβˆ + Eˆ ′ + Oˆ′′ (A.13)
Destacamos que, para obtermos a expressão (A.12), utilizou-se o operador Hˆ ′ deﬁnido em
(A.6). O operador Oˆ′′ na expressão (A.13) está expandido até a ordem 1/m2.
A aproximação em baixas energias será obtida após a realização de uma última iteração
deste método, no qual será eliminado da hamiltoniana da equação de Dirac o operador
ímpar até a ordem 1/m3. Para isto, torna-se necessário deﬁnirmos novamente um operador
unitário Sˆ ′′ que possui forma similar aos operadores (A.4) e (A.10),
Sˆ ′′ = − i
2m
βˆOˆ′′. (A.14)
Na expressão (A.14), veriﬁca-se que o operador Oˆ′′ é deﬁnido por
Oˆ′′ =
(
i
2m
βˆ
˙ˆO′ + 1
2m
βˆ[Oˆ′, Eˆ ′]
)
(A.15)
Nesta última iteração, busca-se a forma do operador Hˆ ′′′, que será expandido em uma
série de comutadores de modo semelhante ao que foi feito anteriormente para se obter a
expressão Hˆ ′′. Similarmente, podemos nos concentrar apenas no termo contendo [Sˆ ′′, Hˆ ′′],
de modo que teremos
Hˆ ′′′ = Hˆ ′′ + i[Sˆ ′′, Hˆ ′′]− ˙ˆS ′′. (A.16)
Calculando o comutador que aparece em (A.16), obten-se que,
Hˆ ′′′ = mβˆ + Eˆ ′ + Oˆ′′ + i
(
iOˆ′′ − i
2m
βˆ[Oˆ′′, Eˆ ′]
)
−
(
− i
2m
βˆ
˙ˆO′′
)
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ou
Hˆ ′′′ = mβˆ + Eˆ ′ +
(
i
2m
βˆ
˙ˆO′′ + 1
2m
βˆ[Oˆ′′, Eˆ ′]
)
. (A.17)
Como passo ﬁnal, é necessário desenvolver os operadores presentes na expressão (A.17).
Substituindo então a deﬁnição do operador Eˆ ′ deﬁnido em (A.7) na expressão (A.17)
teremos
Hˆ ′′′ = mβˆ + Eˆ +
(
1
2m
βˆOˆ2 − 1
8m3
βˆOˆ4 − 1
8m2
[Oˆ, [Oˆ, Eˆ ]]− i
8m2
[Oˆ, ˙ˆO]
)
. (A.18)
Em uma rápida análise é possível perceber que na expressão (A.18) temos somente termos
pares e que para uma boa aproximação ao limite de baixas energias é suﬁciente considerar
termos de ordem 1/m.
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